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结 城 浩 

生 于 1963 年 ， 日 本 知名 技术 作家 和 程序 员 。 在 
编程 语言 、 设 计 模 式 、 数 学 、 加 密 技术 等 领 
域 ， 编 写 了 很 多 深 受 欢迎 的 入 门 书 。 代 表 作 
有 《数学 女孩 》 系 列 、《 程 序 员 的 数学 》《 图 
解密 码 技 术 》 等 。 
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2017 年 本 科 上 毕业 于 东北 大 学 机 械 系 ， 现 于 日 本 
奈良 先端 科学 技术 大 学 院 大 学 攻读 硕士 学 位 ， 
研究 方向 为 增强 现实 。 


江 志 强 


计算 机 应 用 软件 工程 师 ， 毕业 于 厦门 大 学 数学 
专业 ， 目 前 在 民航 空 管 行业 从 事 通信 导航 工 
作 。 业 余 时 间 沉 迷 于 数学 与 算法 。 
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内 容 提 要 

《数学 女孩 》 系 列 以 小 说 的 形式 展开 , 重点 描述 一 群 年 轻 人 探寻 数学 中 的 美 。 
内 容 由 浅 入 深 ， 数 学 讲解 部 分 十 分 精妙 ， 被 称 为 “ 绝 赞 的 数学 科普 书 ”。 

《数学 女孩 4: 随机 算法 》 以 “随机 算法 ”为 主题 ， 从 纯粹 的 数学 和 计算 机 
程序 设计 两 个 角度 对 随机 算法 进行 了 细致 的 讲解 。 内 容 涉及 排列 组 合 、 概 率 、 
期 望 、 线 性 法 则 、 和 矩阵 、 顺 序 查 找 算法 、 二 分 查找 算法 、 冒 泡 排序 算法 和 快速 
排序 算法 等 。 整 本 书 一 气 呵 成 ， 非 常 适合 对 数学 和 算法 感 兴趣 的 初 高 中 生 以 及 
成 人 阅读 。 
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9 的 简单 问题 ， 到 






































大 学 生 也 难以 理解 的 难题 。 

本 书 通过 语言 、 图 形 、 程 序 以 及 数学 公式 表达 登场 人 物 的 思路 。 

如 果 你 不 太 明 白 数学 公式 的 含义 ， 姑 上 且 先 看 看 故事 ， 公 式 可 以 一 眼 

带 过 。 泰 条 拉 和 无 里 会 跟 你 一 同 前 行 。 
擅长 数学 的 读者 ， 请 不 要 仅仅 阅读 故事 ， 务 必 一 同 探究 数学 公式 。 

如 些 ， 也 许 能 够 更 好 地 把 握 故 事 的 全 貌 。 
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我 的 前 方 本 没有 路 ， 
我 的 身后 是 我 踏 出 的 路 。 
高 村 光 太 邹 《 旅 途 》 
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真 的 希望 自己 现在 的 样子 被 看 到 吗 ? 


我 想 不 明 日 这 一 点 。 






























































与 少 言 朝 语 的 红 发 少女 ， 
名 逅 在 新 的 季节 。 
从 那里 诞生 出 新 的 谜 题 。 
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2 序 言 





若 要 做 出 选择 ， ~% 加 所 放弃 。 



































































































































现在 在 前 行 中 将 不 定 的 未 来 变 成 确定 的 过 去 。 




















选择 ,决定 了 前 程 。 
选择 ， 辐 未 来 前 行 。 











即便 无 法 理解 ， 我 也 会 选择 。 
即便 无 法 理解 ， 我 也 在 活着 。 
一 边 选 择 ， 一 边 活着 。 
一 边 前 行 ， 一 边 开辟 道路 。 










































































我 的 前 方 本 没有 路 ， 


我 的 身 后 是 我 路 出 的 路 。 


















































我 不 知 自己 是 否 正 确 地 
也 不 知 自 ,是否 正 确 地 了 解 了 LO 
但 是 ， 我 今天 仍 在 前 行 




























































































为 了 知晓 无 法 知晓 的 明天 。 
为 了 解 出 未 能 解 出 的 谜 题 。 


























一 边 期 待 着 有 你 的 未 来 

















第 1 章 


绝 不 会 输 的 赌博 





我 这 是 在 哪儿 ? 

这 里 是 大 陆 还 是 小 岛 ? 
这 里 有 没有 人 居住 ? 

这 里 有 没有 野兽 的 威胁 ? 
我 ， 还 什么 都 不 知道 。 


一 《和 鲁 滨 进 漂 流 记 》 

















“我 们 来 比赛 吧 ， 哥 哥 ! ” 尤 里 叫 我 。 
“好 啊 , 今天 比 什么 ?” 我 回应 道 。 
题 ， 咱 们 认真 地 诀 一 胜 负 吧 ! ” 

























































































括 般 子 比 赛 
爱丽 丝 和 鲍 勃 各 掷 一 次 人 子 ， 括 吕 


丝 获 胜 的 概率 是 多 少 呢 ? 
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NN 
漠 
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a EE 
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正 值 四 月 ,每 天 都 是 温暖 避 意 的 日 子 。 此 刻 我 和 万 里 正在 我 的 房 
间 里 。 

表妹 尤 里 住 在 我 家 附近 ， 上 和 初 二 一 一 啊 不 ， 从 今年 春天 开始 就 上 初 
三 了 。 也 许 是 从 小 就 经 常 一 起 玩 丰 的 原因 ， 她 都 不 叫 我 “ 表 哥 ”"， 而 是 
接 叫 我 “哥哥 ”"。 她 所 着 马尾 洲 ， 头 发 是 栗色 的 ， 穿 着 薄 毛 衣 和 牛仔裤。 

每 着 休息 日 ， 尤 里 都 会 来 我 的 房间 玩 。 最 近 我 们 经 常 在 一 起 思考 数 

“ 呢 …… 因为 对 称 性 ， 爱 丽 丝 获胜 的 概率 不 就 是 吉 嘛 。” 我 回答 说 。 

错 拉 一 一 ” 尤 里 露出 十 分 开心 的 表情 。 

阿 ， 不 对 。 两 个 人 一 一 

“你 漏 掉 了 两 个 人 平局 的 情况 。” 尤 里 接 过 我 的 话 。 

是 我 大 意 了 。” 我 说 道 ,“ 爱 丽 丝 的 般 子 的 点 数 有 6 种 ， 与 之 相对 应 ， 
鲍 勃 的 仍 子 的 点 数 也 有 6 种 。 也 就 是 说 总 共有 6 x 6= 36 种 情况 。 这 36 种 
情况 中 每 一 种 情况 发 生 的 概率 都 相同 。” 

所 有 情况 数 = 爱丽 丝 的 6 种 x 鲍 艺 的 6 种 
二 36 种 

我 看 着 点 头 的 万 里 ， 继 续 解 释 。 

“36 种 情况 中 ， 爱 丽 丝 和 鲍 勃 的 点 数 相等 的 情况 有 6 种 ， 此 时 结果 
为 平局 。 所 以 能 分 出 胜 负 的 情况 就 是 36 一 6= 30 这 30 种 情况 中 ， 
一 半 ， 也 就 是 15 种 情况 下 爱丽 丝 获 胜 ， 其 余 15 种 情况 下 鲍 勃 获胜 。 

@D 对 称 性 是 说 爱丽 丝 和 鲍 勃 在 比赛 中 的 地 位 相同 ， 谁 也 不 比 谁 占 优势 ， 所 以 获胜 的 概率 
相同 。 但 此 处 主人 公 大 意 遗 漏 了 平局 的 情况 ， 因 此 得 出 了 错误 的 结论 。- 一 译 者 注 


























1.1 掷 山 子 3 








能 分 出 胜 负 的 情况 数 

















爱丽 丝 获胜 的 情况 数 = 





2 
所 有 的 情况 数 (36) 一 平局 的 情况 数 (6) 


= 和 
































36—6 
“3 
_ 30 
2 
一 15 

L193 叮 咽 。” 




















“所 以 ， 爱 丽 丝 获胜 的 概率 就 是 这 样 的 ”我 接着 说 。 








到 而 入 亲 胆 扣 因 : 襄 爱丽 丝 获胜 的 情况 数 (15) 

































































































































































































































































































































































本 
”36 
本 
12 
“这 次 答对 啦 。 爱 丽 丝 获胜 的 概率 是 莒 。 哥 哥 ， 你 漏 掉 了 两 个 人 平局 
的 情况 ， 没 想到 哥哥 也 会 犯 这 种 低级 错误 噶 ~ ” 尤 里 用 猫 语 说 道 。 
“我 也 会 有 失手 的 时 候 呀 。” 
“ 遇 到 复杂 的 问题 应 该 “用 表格 来 想 ， 这 可 是 哥哥 你 告诉 我 的 。 
鲍 草 
1 2 3 4 5 6 
口 口 加 回 四 
出 | 平局 鲍 勃 胜 。 鲍 勃 有 性。 纯 勃 性 。 鲍 勃 胜 。。 鲍 勃 胜 
向 | 爱丽 丝 胜 平局。 鲍 勃 胜 。 鲍 勃 胜 。 鲍 勃 胜 。 鲍 勃 胜 
”向 | 爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 平局。 鲍 勤 有 性。 鲍 勃 胜 。。 鲍 芝 胜 
爱丽 丝 了 
由 | 爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 平局。 鲍 勃 胜 。 鲍 勃 胜 
加 | 爱丽 丝 胜 爱丽 丝 胜 爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 平局。 鲍 勃 胜 
贸 | 爱丽 丝 胜 爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 ”爱丽 丝 胜 ”平局 











爱丽 丝 和 鲍 勃 掷 人 般 子 比 赛 的 结果 
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确实 是 这 术 
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[| 














来 表示 落 = 高 的 话 






























































举 啊 。” 竟然 因 琉 忽 大 意 而 犯 了 低级 错误 ， 我 丰 
看 ， 就 像 这 样 。” 










































































梧 国 加 同 辐 口 | 加 网 攻 










































































那 该 我 H 


























1.2 抛 硬币 


1.2.1 两 枚 硬币 


抛 两 枚 硬币 


爱丽 丝 























枚 是 正面 的 。 














H 题 了 。” 我 上 
真是 的 ~ 你 都 高 三 了 我 才 初 三 ， 别 这 
































此 时 ， 





枚 硬币 痢 
































简单 。 尤 里 不 假 思 索 地 下 











C3 
py 





























QD 这 上: 
































辣 元 、 


更 币 和 十 元 硬币 指 的 是 
元 、100 日 


























本 货币 。 









































元 、500 











这 么 i 


册 出 百 元 硬币 和 十 元 硬币 各 一 枚 后 说 :“ 
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的 语气 有 点 强势 。 






































了 是 正面 的 概率 是 多 少 呢 ? 


此 不 











心 O 








枚 硬币 中 至 少 




















元 六 种 面值 。 








货币 中 的 硬币 有 1 
一 译 者 注 














人 几 、 
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枚 硬币 是 正面 的 了 ， 对 吧 ? 也 就 是 说 ， 两 枚 






































， 由 另 一 枚 硬币 是 否 为 正面 决定 。 那 么 ,概率 不 就 是 










































































“是 吗 ?” 
“我 们 已 经 知道 至 少 在 
硬币 是 否 都 为 正 玫 了 
去 嘛 。” 
“然而 错 了 。 概 率 为 击 是 错 的 。” 
“ 族 ! ?” 尤 里 似乎 打 心 眼 里 吃 了 一 惊 ,，“ 这 不 可 能 ! ” 
“可 能 。 
“不 可 能 !” 

















“ 尤 里 ， 你 在 听 吗 ?” 
“ 昕 着呢， 刚刚 说 要 观察 整体 对 吧 ?” 














分 析 概 率 问题 时 ， 要 注意 “观察 整体 '。” 


“绝对 是 去 的 嘛 。” 















































“对 于 这 个 问题 ， 我 们 要 解决 的 是 百 元 硬币 与 十 元 硬币 的 正 反 面 问 题 。 





























HH 
HT 
TH 
下 下 








“这 个 HH 是 ?” 尤 里 














“这 个 啊 ， 互 表示 正 


] 
Tail。Head 和 Tail 虽然 是 “ 头 ” 和“ 尾 ” 的 意思 ， 











币 的 正面 和 反面 。 









































| 百 元 硬币 十 元 硬币 







































































问 我 。 
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“ 哦 哦 ， 我 才 知 























， 工 表示 反面 ， 它 从 























No 


划 。 


























分 别 对 应 英文 Head 和 
但 是 也 能 用 来 表示 硬 












































HH 正面 (Head) 
T 反面 (Tail) 
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“ 抛 出 百 元 硬币 和 十 元 硬币 时 ,发 生 HH、HT、TH、TT 这 四 种 情 
况 的 概率 相同 ， 对 吧 ? ”我 问 她 。 
“是 的 。 但 是 TT 这 种 情况 是 不 可 能 的 呀 ， 不 是 已 经 知道 有 一 枚 硬币 
是 正面 了 嘛 。” 尤 里 回 管道 。 
“说 得 没 错 。 因 此 ,实际 上 只 有 HH、HT、TH 这 三 种 情况 中 的 一 


种 会 发 生 。” 



































































































































































































































































































































































































































| 百 元 硬币 ”十 元 硬币 
HH 正面 正面 
HT 正面 反 
TH 反面 正 
里 里 民主 匡 
尝 阿 ER 
“HH 、HT 、TH 这 三 种 情况 中 每 一 种 情况 发 生 的 概率 都 是 言 。 其 中 ， 
















































































枚 硬币 都 是 正面 的 情况 只 有 HH 。 综 上 所 述 ， 所 求 的 概率 是 寺 。” 

“ 嗯 咽 ……: ”沉浸 在 思考 中 的 尤 里 ， 栗 色 的 头发 闪光 着 金色 的 光泽 。 
明白 了 吗 ?” 

“哥哥 ， 爱 丽 丝 说 了 什么 来 着 ?” 

“爱丽 丝 说 “两 枚 硬币 中 至 少 有 一 枚 是 正面 的 " 。 

“我 明白 了 ! “至 少 有 一 枚 ' 才 是 关键 。 爱 丽 丝 口中 那 枚 正面 的 硬币 ， 

可 能 是 百 元 硬币 ， 也 可 能 是 十 元 硬币 ， 有 两 种 情况 。” 

“ 嗯 ， 说 得 对 。 至 少 有 一 枚 硬币 为 正面 的 情况 有 三 种 。 其 中 两 枚 硬币 

都 为 正面 的 情况 ， 只 有 HH 一 种 。 但 是 只 有 一 榴 硬币 为 正面 的 情况 却 丰 

HT 和 TH 两 种 。” 

“原来 如 此 啊 。” 

“刚才 我 也 说 过 了 ， 分 析 概 率 问题 时 一 定 要 注意 “观察 整体 。 
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“ 鸣 吐 ! ”无 里 猛 地 伸 了 个 懒 腰 ,“ 我 玩 导 了。 我 们 抛 真正 的 硬币 来 定 





























































































































里 刚 接 过 我 递 出 的 百 元 硬币 ， 便 用 大 拇指 将 其 向 上 弹 起 。 伴 着 清 
脆 的 声音 ， 银 色 的 硬币 笔直 地 飞 起 又 落下 。 尤 里 伸 出 左手 背 轻巧 地 接 住 
硬币 ， 随 即 用 右手 揪 住 。 
“万 里 ， 厉 害 呀 。 
要 是 正面 就 算 我 赢 ， 反 面 的 话 哥 哥 就 输 了 。 
“我 明白 了 …… 嗯 ? 等 一 下 !” 
“二 wi 被 你 发 现 了 吗 ?” 
“肯定 会 发 现 的 吧 。 要 是 按照 你 的 规则 ， 匹 里 你 岂 不 是 百 分 百 获胜 ! ” 
“不 啊 ， 你 看 ， 硬 币 要 是 立 起 来 的 话 就 是 哥哥 胜 !” 
“ 喂 喂 ! ”我 们 相 视 而 笑 。 
“嘿嘿 这 回来 真 的 啊 。 正 面 、 反 面 ， 猜 一 个 ?” 
万 里 把 后 住 硬 币 的 手 “ 哩 ”地 伸 到 我 面前 。 
“反面 吧 。" 我 有 点 犹豫 。 
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CF 
In 
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Sn 
sf 
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“ 真 可 展 ， 是 正面 。” 
“ 译 ? 这 可 是 反面 呀 。 印 有 年 号 的 那 一 面 是 反面 9。” 






































































































































[En 
加 
台 
全 
蓉 
| 
过 
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GD 日 本 造 币 局 规定 : 为 方便 下 
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锋 
“所 以 说 ， 是 哥哥 我 启 了 吧 。 
“你 机 赖 。” 尤 里 不 服输 地 振 起 嘴 。 



















































































“一 点 儿 都 没 要 赖 好 吧 ?” 

“我 要 给 页 赖 的 哥哥 出 一 个 难题 !” 
这 时 ， 从 厨房 传 来 我 妈妈 的 声音 。 
“孩子 们 ， 来 吃 点 心 啦 。 


“来 了 一 一 哼 ， 哥哥 被 拳击 场 的 铃声 救 了 呢 。” 









































bs 
他 导 










































































“ 哪 有 什么 铃声 ……” 

“这 次 先 放 你 一 马 。” 

尤 里 这 样 说 着 ， 轻 快 地 跑 出 房间 。 

呼 i 

我 四 肢 无 力 ， 拖 着 脚步 跟随 尤 里 走向 餐厅 。 





























1.2.3 ”彩票 的 记忆 
桌子 上 摆 放 着 刚 做 好 的 装 在 盘子 里 的 饼干 ， 还 有 盛 在 马克 杯 中 的 汤 。 
“这 是 什么 呀 ……… ”我 闻 了 闻 汤 的 味道 说 。 
“我 用 新 的 香料 开发 出 的 新 作品 呀 ， 想 听 听 你 们 的 评价 。 妈妈 露出 
得 意 的 神色 。 


“这 味道 好 奇怪 啊 。” 
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“ 吗 ， 这 个 味道 实在 是 ……” 我 尝 了 一 小 门 ， 嘟 吐 着 。 
“ 真 没 礼貌 !1 ”妈妈 抱怨 着 , “我 可 是 每 天 都 做 饭 的 人 。 哪 像 你 ， 前 几 
天 证 你 做 个 奶 调 炖 菜 ， 面 粉 都 没 挠 拌 开 ， 最 后 全 都 结 成 疙 将 了 。 就 你 这 
个 样子 ， 还 想 对 我 做 出 来 的 东西 指 指点 点 吗 ?” 
“说 是 让 我 做 饭 ， 实 际 上 是 把 我 强行 搜 到 厨房 吧 。 我 反 驶 道 ,“ 还 有 ， 
刚才 明明 是 您 让 我 们 说 感想 的 …… 
“你 连 把 所 有 材料 搅拌 均匀 这 点 小 事 都 做 不 好 。” 妈 妈 无 视 了 我 的 反 
驳 ,“ 对 了 ， 还 有 元 旦 的 时 候 也 是 ,让 你 照看 阁 豆 子 的 锅 ， 结果 考 得 4 
久 ， 锅 都 被 烧 糊 了 。” 

“当时 我 读书 读 得 入 迷 ， 不 知 不 觉 就 忘 了 要 关 火 这 下 
哥哥 ， 你 快 点 学 会 做 家 务 吧 。 尤 里 说 道 ,“ 不 然 万 里 也 放心 不 下 你 呀 。 
“说 什么 呢 ? ” 啊 啊 真是 的 ， 对 话 变 得 越 来 越 复杂 。 
“这 和 孩子 有 在 好 好 教 你 学 习 吗 ? ”妈妈 问 万 里。“ 这 孩子 ” 指 的 是 我 。 
“ 另 ， 哥 哥 刚 刚 还 给 我 讲 了 概率 的 问题 。 尤 里 答 道 。 
在 这 种 时 候 ， 尤 里 总 是 显得 聪明 机 灵 ， 懂 得 对 大 人 露出 一 张 爽朗 的 
笑脸 。 

“说 到 概率 ， 车 站 
海报 。 妈妈 说 。 

“是 写 着 “本 店 诞生 了 一 等 奖 !” 的 海报 吧 ? ”我 说 道 。 
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前 在 卖 “春天 的 彩票 呢 ， 我 看 到 那里 贴 了 一 张大 








Ee 












































春天 的 彩票 


本 店 诞生 了 一 等 奖 | 








海报 整体 为 手写 风格 ,在 “一 等 奖 ” 三 个 字 上 面 还 加 了 “OQ OQ" 这 


样 的 记号 。 











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































10 第 1 章 绝 不 会 输 的 赌博 

是 家 店 的 中 奖 概率 会 不 会 比较 高 啊 ? ”妈妈 将 信 将 疑 。 

“不 ， 那 是 不 可 能 的 ， 妈 。” 我 说 ,“ 可 不 要 被 “诞生 了 一 等 奖 ” 这 种 
话 迷惑 了 呀 。 

“是 这 样 的 吗 ? 可 既然 是 中 过 奖 的 店 ， 中 奖 的 概率 应 该 会 高 一 点 吧 ?” 

“数学 上 没有 这 种 说 法 。” 

“但 是 ， 这 家 店 也 可 能 是 被 彩票 女神 眷顾 了 呀 ! ” 

“哎呀 ， 妈 ……… 彩票 是 没有 记忆 力 的 啊 。 之 前 哪 家 店 中 了 奖 哪 家 店 
没 中 ， 彩 票 是 不 知道 的 。 别 上 那 种 海报 的 当 。” 

“但 是 ……: ”妈妈 好 像 还 没有 想 通 。 

“哥哥 。” 刚 喝 完 汤 的 尤 里 说 ,， “海报 上 写 的 是 “本 店 诞生 了 一 等 奖 ”， 
对 吧 ?” 

“是 的 。” 

“从 数学 的 角度 来 看 ， 海 报 上 的 说 法 也 没什么 不 对 吧 。 

“此 话 怎 讲 ?” 不 仪 妈 妈 ， 怎 么 连 尤 里 也 这 么 说 ……… 

“就 是 …… ‘本店 诞生 了 一 等 奖 ' 这 是 事实 吧 ， 海报 上 也 没 写 “ 在 本 店 
买 彩票 会 更 容易 中 奖 " 啊 ， 对 吧 ?” 

ee 没 错 。 我 无 法 否定 ,“ 这 样 一 来 ， 反 而 是 购买 彩票 的 人 的 错 
唉 ? 是 他 们 误会 了 海报 的 意思 ， 是 他 们 自作 主张 ? 这 真是 太 狐 独 了 。” 

“说 的 是 呢 。” 

“有 许多 概率 问题 都 与 我 们 的 直觉 相 怪 。 如 果 不 仔细 计算 ,很 容易 被 
欣 骗 。” 

“ 先 别 在 意 那 个 了 ， 快 把 汤 喝 了 吧 。” 妈 妈 对 我 说 。 




















1.3” 蒙 提 霍 尔 问题 


1.3.1 3 个 信封 























好 不 容易 把 汤 都 咽 了 下 去 ,我 才 和 尤 里 回 到 房间 。 
“说 到 概率 ， 就 不 得 不 提 到 蒙 提 霍 尔 问题 了 。” 我 说 。 
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12 第 1 章 绝 不 会 答 的 赌 朝 


南 
可 


主持 人 在 桌子 上 摆好 3 个 信封 。 



































主持 人 :“ 这 3 个 信封 ! 





























是 空 的 。 那 么 ， 你 选 哪 一 个 呢 ? 




















你 选择 了 1 个 信封 并 拿 到 手中 。 
































正当 你 想 要 打开 信封 的 时 候 ， 主 持 人 示意 你 停 下 ， 然 后 这 样 


有 工 个 信封 里 装 有 礼品 券 ， 其 余 2 个 信封 











说 道 [oe] 























主持 人 :“ 我 知道 哪些 信封 是 空 的 。 作 为 提示 ， 我 将 从 桌子 上 剩 下 的 


























2 个 信封 当中 选择 1 个 打 





























开 。 如 果 装 有 礼品 券 的 信封 还 在 上 保 子 




















上 ， 我 就 



































会 证 弄 旬 一 个 空 有 的 局 汉 8 


选取 其 中 的 1 个 打开 。 























主持 人 从 桌子 上 的 2 个 信封 中 选取 了 1 个 打开 。 的 确 ， 那 是 个 空 信封 。 
主持 人 :“ 现 在 你 可 以 坚持 你 的 选择 ， 拿 走 最 开始 选取 的 信封 ， 也 可 











以 和 桌子 上 剩 下 的 信封 交 




















桌子 上 剩 下 的 信封 安 换 好 














如 果 桌 子 上 的 2 个 信封 都 是 空 的 ， 我 就 会 随机 





















































换 。 你 会 怎样 选择 呢 ?” 








你 很 想 要 礼品 券 。 所 以 ， 是 继续 选择 最 开始 拿 到 的 信封 好 ， 











呢 ? 




















“这 是 不 可 能 遇 到 的 场 
































景 哮 。 尤 里 否定 得 毫 不 犹豫 。 
































了 














“不 ， 这 是 人 电视 D 
































《一 锤 定 音 》 了 中 实际 出 现 过 的 场景 。 






























































QD 《一锤定音 (Let”’s Make a Deal ), 斯 带 芬 . 豪 托 什 ( Stefan Hatos ) 和 蒙 : 








据说 节目 中 使 用 的 道具 不 是 礼品 券 和 空 信封 ， 而 是 轿车 和 山羊 。 

















尔 (Monty Hall ) 于 1963 笑 













































































E 创 办 的 美国 电视 游戏 节目 ， 蒙 提 … 霍 尔 在 
(1963 年 至 1986 年 ，1991 年 ) 都 主持 了 该 节目 。 译 者 注 








还 是 和 





只 不 过 ， 


39 
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tm 
























































一 种 啊 。 








山羊 ! 山羊 好 棒 喔 。 我 好 想 要 啊 ~ 
“ 吧 ， 山 羊 是 猜 错 的 














“问题 叫 什么 来 着 ， 好 像 是 蒙 提 
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蒙 提 … 堆 尔 是 节目 3 














我。 对 了 哥哥 ， 即 便 3 











Ar 





主持 人 的 名 字 。 


懂 尔 问题 ?” 

















E 持 人 扩 














MA- 














择 的 信封 里 礼品 


“是 的 。” 








“这 样 的 话 ， 交 换 信 封 什么 的 不 训 








或 者 突 








券 ; 

















然 出 


















































[ 完 2 没 忆 





义 了 加” 

















了 空 信封 ， 也 不 会 发 生 最 开始 选 


现 了 礼品 券 这 种 情况 ， 






































这 是 个 陷阱 问题 ! 虽然 问题 问 的 是 “你 是 继续 选择 最 开始 拿 到 的 信封 好 ， 








还 是 和 果子 上 剩 下 的 信 圭 交换 好 ”， 






































结果 都 是 一 样 的 














哥哥 是 想 抖 这 样 一 个 机 灵 嘴 ! ” 

















读 了 昌 











尔 真是 深度 解 























那么 


里 的 答案 是 ?” 


y 














“人 家 的 答案 是 ， 不 论 是 否 交换 ， 






































































































































奖 的 概率 都 一 


































































































日 是 答案 实际 上 是 “无 论 选 哪 一 个 ， 


El” 



































“ 错 一 一 啦 一 一 ” 我 模仿 着 尤 里 的 语气 。 
“ 认 ? 怎么 会 错 呢 ?” 
“正确 答案 是 ， 与 剩 下 的 信封 交换 更 好 。” 
“ 诸 ! 交换 会 更 好 吗 ?” 
“是 这 样 的 。” 
“一 定 ?” 
“一 定 。 只 要 列举 出 所 有 的 情况 就 能 明白 啦 。 我 们 将 3 个 信封 分 别 命 
名 为 A、B、C， 用 表格 来 想 。 猜 中 时 用 “O 〇 ' 表示 ， 猜 错时 用 “x " 表示。 
概率 | A 1BIC 
计 | O 〇 | x | x | A 为 中 奖 信封 的 情况 
1 | 去 | x | O | x | B 为 中 奖 信封 的 情况 
于 | x | x | O | C 为 中 奖 信封 的 情况 





































































































14 第 1 章 绝 不 会 输 的 赌博 











“ 咽 ， 确 实 是 这 样 。” 尤 里 点 了 点 头 。 
“这 3 种 情况 发 生 的 概率 相等 ， 都 是 言 。 我 接着 说 ,“ 这 3 种 情况 各 
对 应 的 选择 方法 也 有 3 种 。 我 们 重新 列 一 个 表 吧 ， 给 我 们 选择 的 信封 

























































































































































































































































































































































































i a 

概率 A | B C 

[Ol]| x x A 为 中 奖 信封 ， 且 你 选择 A 的 情况 

寺 | 寺 | OO [xl | x A 为 中 奖 信封 ， 而 你 选择 B 的 情况 

二 | 〇 x | [x] | A 为 中 奖 信 封 ， 而 你 选择 C 的 情况 

言 | [x] | O B 为 中 奖 信封 ， 而 你 选择 A 的 情况 

1 | 坝 | 寺 | x [O] x B 为 中 奖 信 封 ， 旦 你 选择 B 的 情况 

圳 | x | O 〇 | [x] | B 为 中 奖 信封 ,而 你 选择 C 的 情况 

5|[IX] | x | O C 为 中 奖 信封 ， 而 你 选择 A 的 情况 

寺 | 寺 | x | [xl | O C 为 中 奖 信封 ， 而 你 选择 B 的 情况 

5| X x | [DO] | C 为 中 奖 信封 , 且 你 选择 C 的 情况 

































































“一 共有 3 x 3=9 种 情况 ， 每 种 情况 发 生 的 概率 相等 ， 都 是 寺 。 接 
下 来 ， 如 果 开 始 的 时 候 你 选 到 了 中 奖 的 信封 ， 主 持 人 会 从 剩余 的 2 个 空 
信封 中 选择 1 个 打开 ， 对 应 2 种 情况 。 此 时 ， 概 率 寺 分 为 两 份 ， 每 种 情 































































































































































































“若是 一 开始 你 选 到 了 空 信封 ， 主 持 人 只 能 选择 剩 下 的 1 个 空 信 圭 
打开 ,这 只 有 1 种 情况 ， 概 率 保持 二 不 变 。 因 为 有 点 难以 理解 ， 我 们 还 
把 它 整理 成 表格 。 将 一 定 会 发 生 的 概率 1， 按 1 一 于 一 寺 一 吉 这 样 














































































































1.3 ” 蒙 提 震 尔 问题 




















































































































































































































































































































































































































































































































概率 Ai|BIC 
直 |[O]| 关 | x 言 封 ， 且 你 选择 A， 主 持 人 打开 
1 
. 志 | [OQ]| x | 关 0 言 封 ， 且 你 选择 A， 主 持 人 打开 
站 
吉 O |[x]| 关 es 言 封 ， 而 你 选择 B， 主 持 人 打 j 
吉 O | 关 |[x] 言 封 ， 而 你 选择 C， 主 持 人 打 ] 
了 | |[x]|O|x 0 而 你 选择 A， 主 持 人 打 ] 
二 x |IO]| x 0 祝 封 ， 且 你 选择 B， 主 持 人 打 j 
1 . J LD 
I x |[O]| 关 0 
3 | 关 |@O |[x] ， 言 封 ， 而 你 选择 C， 主 持 人 打 j 
言 [Ix]| 关 |O 0 言 封 ， 而 你 选择 A， 主 持 人 打 了 
襄 x | [x]1O 言 封 ， 而 你 选择 B， 主 持 人 打 ] 
1 的 情况 
|x lo A 
1 J LD 
是 志 | x | 关 |[O] 言 封 ， 且 你 选择 C， 主 持 人 打 
“实在 是 麻烦 哨 ~ " 尤 里 路上 这 么 说 着 ， 脸 却 凌 到 笔记 本 前 ， 全 祝 
注 地 看 着 我 新 列 出 的 表格 。“ 然 后 呢 ?” 
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“然后 呀 ，“[O]” 表示 当 你 一 直 持 有 最 初 的 信封 时 中 奖 的 情况 。” 

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































16 第 1 章 绝 不 会 输 的 赌博 
直 持 有 最 初 的 信封 时 中 奖 的 概率 = [ 〇 ] 的 概率 之 和 
_1 1 1 1 1 1 
18 18 18 18 18 18 
6 
18 
el 
3 
“看 ， 和 人 家 说 的 一 样 ， 抽 中 的 概率 确实 是 寺 吧 。 
“ 同 理 ， 可 以 通过 求 所 有 “[x] ”的 概率 之 和 ， 来 求 得 交换 信封 后 抽 中 
的 概率 。” 
选择 交换 信封 后 中 奖 的 概率 = [x] 的 概率 之 和 
Ee 
~ 9 9 9 9 9 9 
_6 
+9 
_2 
3 
Pr 原来 如 此 。 各 
是 结果 为 
持 有 最 初 的 信封 时 中 奖 的 概率 = 过 
选择 交换 信封 后 中 奖 的 概率 = 人 
综 上 所 述 ， 交 换 信封 是 更 好 的 选择 ， 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 道 理 是 理解 了 …… 但 是 ， 总 感觉 理解 得 还 不 够 透彻 。” 
尤 里 把 两 手 又 在 脑 后 ， 露 出 有 些 不 满 的 表情 。 
“ 嘱 ， 也 是 啊 。 易 于 理解 的 讲法 也 有 很 多 啦 。 比 方 说 ， 我 们 假定 信封 
的 数目 不 是 3 个 ， 而 是 1 万 个 ， 装 有 礼品 券 的 信封 只 是 其 中 的 工 个 。 
“说 什么 呢 哈哈 哈哈 。 没 绷 住 脸 的 万 里 一 下 子 笑 了 出 来 。 


















































1.3” 蒙 提 霍 尔 问 题 17 


HHA WD 


“你 从 1 万 个 信封 中 选择 1 个 拿 到 手中 ， 然 后 主持 人 在 剩 下 的 9999 个 
信封 中 打开 9998 个 空 信封 。 此 时 ， 和 剩 下 的 信封 交换 更 好 ， 对 吧 ?” 

“ 那 肯 定 是 交换 更 好 了 。 因 为 最 开始 选择 的 信封 的 中 奖 概 率 只 丰 
-1565。 想 猜 对 几乎 是 不 可 能 的 啊 。” 

“是 的 。” 我 示意 尤 里 接着 说 下 去 。 

“ 剩 下 9999 个 信封 ， 其 中 包含 装 有 礼品 券 的 信封 的 概率 是 部 中 。 
接着 ， 主 持 人 一 边 注意 装 有 礼品 券 的 信封 ， 一 边 将 其 余 9998 个 信封 接 
二 连 三 地 打开 。 猜 错 的 概率 是 …… 人 家 也 说 不 明白 啦 。” 

“在 不 打开 装 有 礼品 券 的 信封 的 前 提 下 ,主持 人 打开 了 9998 个 信 
封 。 换 句 话 说 就 是 ， 将 9999 个 信封 中 包含 装 有 礼品 券 的 信封 的 概率 
-9999-， 浓 缩 进 剩 下 的 1 个 信封 当中 。” 

“就 像 把 豆子 熬 干 那样 ?” 尤 里 坏 笑 着 说 。 

“…… 呢 ， 就 是 那样 。3 个 信封 时 也 可 以 用 同样 的 方法 思考 。 一 开始 
选 到 中 奖 信封 的 概率 为 二。 反 过 来 说 ， 桌 子 上 有 中 奖 信封 的 概率 是 子 。 
主持 人 打开 空 信封 ， 就 相当 于 把 桌子 上 有 中 奖 信封 的 概率 3 ， 效 干 浓缩 
进 剩 下 的 1 个 信封 里 。 

“ 嗯 ~ 嗯 ~” 尤 里 点 着 头 ， 看 来 是 理解 了 。 
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wb 














| I 


1 2 
3 





“因此 ， 蒙 提 霍 尔 问 题 的 本 质 是 : 




















* 选择 手 上 的 中 奖 概率 为 主 的 信封 。 或 是 ， 
* 选择 点 子 上 的 中 奖 概 率 被 熬 干 浓缩 至 3 的 信封 。 

































































“你 倒是 最 开始 就 这 样 讲 啊 。” 





1.3.2 上帝 视角 
“话说 回来 ， 哥 哥 ,“ 用 表格 来 想 ” 真是 个 好 办 法 。” 
“ 嗯 ， 是 啊 。' 用 表格 来 想 ” 也 是 为 了 “观察 全 体 ” 而 采用 的 诸多 方法 
1 的 一 种 。 可 以 说 是 “上帝 视角 ” 吧 。” 
“上 上帝 视角 ? 上 帝 什 么 都 能 看 到 吗 ? 连 未 来 也 能 ? ” 
“不 是 说 上 帝 是 全 知 全 能 的 嘛 ， 应 该 能 看 到 吧 。” 


“那么 ， 尤 里 是 否 会 解 这 道 题 、 将 来 会 跟 谁 结婚 、 什 么 时 候 会 死 ， 上 








































































































































































































































































































帝 也 全 都 能 看 到 喉 ?” 


“也 许 吧 ， 上 帝 连 尤 里 在 家 有 没有 好 好 学 习 都 会 知道 。 











































































































“ 初 三 正 是 要 中 考 的 年 级 。 我 指 着 尤 里 说 道 。 
“ 啊 ， 真 是 的 ， 别 让 我 想起 不 开心 的 事 儿 啊 …… 看 我 反击 ! 哥哥 你 
作为 高 三 学 生 ， 正 人 处 在 要 高 考 的 年 级 。” 尤 里 反 过 来 指 着 我 说 。 

“ 鸣 哇 。 我 夸张 地 叫 了 一 声 …… 实际 上 ， 也 确实 被 截 到 了 痛处 。 

“中 考 倒是 无 所 请 啦 。” 尤 里 说 着 , “遗憾 的 是 ， 就 要 和 米尔 露 大 人 还 


有 哥哥 分 开 了 ， 你 们 要 毕业 了 。” 




































































































































































































































































“说 的 也 是 。 不 过 ， 那 时 泰 条 拉 也 要 上 高 三 了 。” 

“能 找到 可 以 畅谈 自己 所 思 所 想 的 伙伴 是 非常 可 贵 的 。” 
和 照 ， 可 以 畅谈 自己 所 思 所 想 的 伙伴 ……” 

尤 里 突然 陷入 了 沉默 。 
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己 所 思 所 想 的 伙伴 非常 可 贵 。 
因为 与 她 们 相遇 ， 我 的 日 常生 活 发 生 了 翻天 覆 地 的 变化 。 
省 入 高 中 之 前 ， 我 从 未 想 过 会 这 样 度 过 每 一 天 。 


折 思 所 想 的 伙伴 ， 便 是 可 以 畅谈 数学 的 伙伴 吧 。 
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第 1 章 ” 绝 不 会 输 的 赌博 




























































































“怎么 啦 ? 突然 这 个 样子 。” 











边 春 春 吐 叶 














这 情 


地 说 。 这 




















“mamome'， momiimyan， myaa'……: 
“你 念 的 是 什么 奇怪 的 咒语 呀 。 

“哥哥 本 妊 

L193 咽 ? 39 

“你 i 被 亲 过 吗 ? 9 








和 
[ 
岂 
六 





如 果 一 个 立方 体 的 所 有 面 都 是 完全 相同 的 ， 


一 一 《 具 


我 们 还 怎么 


1L 体 数学 : 


能 说 出 哪 一 个 面 会 朝 上 呢 ? 
计算 机 科学 基础 (第 


2 版 )》B 





第 2 章 


积 哇 步 ， 致 干 里 





我 做 的 第 一 件 事情 ， 
是 查看 什么 东西 被 糟 踢 了 ， 
什么 东西 没有 被 损坏 。 


一 《和 鲁 滨 进 漂 流 记 》 











头 望 癌 这 响亮 又 清脆 的 声音 的 源头 。 















































这 里 是 我 就 读 的 高 中 ， 现 在 已 经 放学 ， 我 走 在 增 面 写 有 “ 肃 静 ”的 走 




















































































































拉 ， 声 音 太 大 了 。” 我 提醒 道 。 



































泰 沙 拉 上 高 二 ， 是 比 我 低 一 年 级 的 学 妹 。 她 身材 娇小 、 充 满 活 力 ， 

















常 可 爱 。 就 是 有 时 候 会 活跃 得 过 了 头 ， 显 得 冒 冒 失 失 的 。 















































， 是 哦 ， 抱 痰 。 她 不 好 意思 地 抓 了 抓 自 己 的 短发 。 和 平时 一 样 


























Se 


和 平时 一 样 的 泰 条 拉 ， 和 平时 一 样 的 一 一 啊 不 对 ， 在 她 的 和 



















































































位 素 未 谋面 的 红 发 少女 。 
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红色 的 头发 。 
我 的 视线 瞬间 被 她 的 头发 吸引 ， 它 像 火焰 一 样 红 ， 长度 刚好 及 肩 。 
发 型 简单 利落 没有 过 分 修饰 ,给 人 一 种 野生 动物 的 感觉 。 

学 长 ， 这 位 是 今年 刚 入 学 的 理 纱 。” 泰 打 拉 说 道 。 
我 哦 ， 原 来 是 四 月 份 2 刚 入 学 的 新 生 呀 。 
那 就 比 泰 条 拉 还 低 一 级 ， 是 学 妹 的 学 妹 。 咽 …… 泰 打 拉 总 给 人 一 
“永远 都 是 一 年 级 ”的 印象 ， 两 人 站 在 一 起 ， 有 种 说 不 出 来 的 违 和 感 。 
可 对 泰 采 拉 的 介绍 ， 红 发 新 生 训 无 反应 ， 没 有 露出 微笑 ， 也 没有 点 
头 。 面 孔 虽 然 俊 俏 却 毫 无 表情 。 她 没有 戴 眼镜 。 我 看 着 她 心 想 : 真是 个 
奇怪 的 女生 。 
“请 多 关照 。” 我 神 她 打招呼 ,“ 你 的 名 字 是 ?” 

红 发 少女 依旧 面 无 表情 ， 用 微微 沙哑 的 声音 回答 道 : 


“ 双 仓 理 纱 。” 























































































































































































































































































































































































































































































































2.1.2 理 纱 





图 书 室 。 
理 纱 、 泰 条 拉 ， 还 有 我 ， 我 们 三 人 并 排 坐 着 。 理 纱 面 对 着 轻 注 型 的 
笔记 本 电脑 ， 手 指 在 键盘 上 散打 个 不 停 。 她 的 电脑 有 着 鲜红 的 外 壳 ， 像 
是 为 了 搭配 自己 的 红 发 而 特意 挑选 的 。 理 纱 自 始 至 终 一 言 不 发 ， 即 便 泰 
条 拉 “ 嗨 ! ”地 上 去 搭 话 ， 她 也 只 是 朝 这 边 看 一 眼 ， 马 上 又 把 头 转向 屏 
幕 ， 其 间 敲 打 键 况 的 手指 也 没有 停歇 。 不 看 屏幕 也 可 以 继续 打字 ， 真 厉 















































































































































































































































































































































“话说 回来 ,，“ 双 仓 ” 是 “ 双 仓 图 书馆 ”的 “ 双 仓 ” 吗 ? ”我 问 理 纱 。 
里 纱 默 不 作 声 地 点 了 点 头 。 


































































































@ 日 本 四 月 、 九 月 开学 ， 其 中 四 月 为 升学 季 。 译 者 注 
































“就 是 那个 “ 双 仓 
馆 的 双 仓 博 


“是 这 档 


只 是 继续 着 


























她 和 























4 


FE 家 的 大 小 姐 呀 
啊 。” 我 说 着 
电脑 的 对 话 。 讲 














ER 




















的 是 泰 条 拉 ,，“ 



















































































又 重新 开始 打 草 








电 理 





里 竖 我 们 















































i 对 了 ， 





上 高 二 的 心情 是 











是 怎 相 




















“新 的 计划 ?” 


想 在 新 的 学 











期 ， 




















“ 咽 ， 我 决定 











台 学 习 算 法 了 。” 











司 泰 杀 拉 和 


话题 依然 没 丰 














空 


的 沉默 弥漫 在 























羊 的 ?” 我 问 泰 打 拉 。 
二 始 一 个 新 的 





十 划 ! ” 泰 洲 拉 “ 唱 ”地 握 紧 







































































个 步 又 在 大 多 数 | 
拉 兴 致 达 勃 地 继续 角 
以 下 几 个 





和 认 ， 


























“ 嗯 ， 是 的 。 算 法 指 的 是 为 了 通过 输入 求 得 


























币 鼠 














兄 下 是 由 


EE 





外 于 释 


To 


有 和 输入、 








三 全 


村 位- : 
































“计算 

































































， 痊 亡 














应 该 还 在 























个 特征 


a 

















的 就 是 有 明 
“这 样 啊 ” 我 
都 不 太 对 我 的 四 



































?9 


不 是 很 了 解 
“所 以 ， 


的 步 又。 



































“是 的 ， 其 实 之 前 























村 木 老师 
“顺序 查 : 





可 我 要 不 要 试 





将 接 触 算法 ， 他 还 








段 ? 39 
加 


我 顺口 一 问 


， 泰 末 拉 就 调皮 地 笑 了 





二 

















本 与 程序 相关 的 书 


























目 关 的 知识 了 ， 人 然后 前 几 天 
了 我 “顺序 查找 ” 的 卡 月 





日 7 


bo 




















a| 














岂 有 被 学 


“ 原 习 











长 请 教 的 时 候 呀 





。 顺 序 
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2.1.3 顺序 查找 
顺序 查找 是 查找 算法 中 的 一 种 ， 可 以 按 顺 序 查找 数列 中 是 否 存在 特 
定 的 数 。 呢 :……: 虽然 能 查找 的 东西 并 不 局 限于 数 ， 但 为 了 说 明 方便 ， 这 
里 我 们 来 进行 数 的 查找 。 
嗯 ， 现 在 我 来 举 个 例子 ， 比 如 说 有 这 样 一 个 数列 。 
{31, 41, 59, 26, 53} 
在 这 5 个 数 中 …… 就 假设 我 们 要 查找 26 这 个 数 吧 。 要 是 由 人 来 查找 ， 只 
要 看 一 眼 就 能 够 找到 26。 但 是 计算 机 先生 只 能 一 个 一 个 地 检查 。 顺 序 查 
找 指 的 就 是 “从 第 一 个 开始 按 顺 序 来 查找 ”这 样 一 种 算法 。 
遵循 顺序 查找 算法 来 查找 26 的 情形 是 这 样 的 。 
{ 6D)，41，59，26，53 } 第 1 个 数 是 31， 不 等 于 26。 
{ 31, (D, 59, 26, 53 } 第 2 个 数 是 41， 不 等 于 26。 
{ 31, 41, G9, 26, 53 } 第 3 个 数 是 59， 不 等 于 26。 
{ 31, 41, 59, (@@, 53 } 第 4 个 数 是 26， 等 于 26。 
找到 了 1! 
© OO oO 
“但 是 ， 这 不 是 一 目 ] 然 的 嘛 。” 我 说 。 
“ 没 错 ， 我 一 开始 也 是 这 么 认为 的 。 但 是 一 一 ”说 到 这 ， 泰 柔 拉 唆 哦 
一 声 笑 了 出 来 ,“ 我 们 要 从 理所当然 的 地 方 开始 思考 问题 …… 对 吧 ? 
de 说 得 对 。?” 
“我 们 要 从 理所当然 的 地 方 开始 思考 问题 。” 
这 是 我 曾 对 泰 打 拉 说 过 的 话 ， 她 记得 真 牢 啊 。 
以 前 总 是 我 给 泰 打 拉 学 妹 讲课 、 回 答 数学 疑问 、 协 助 解数 学 题 。 但 


2.1 高 中 25 









































是 今天 反 了 过 来 ， 我 向 泰 条 拉 请 教 ， 这 让 我 有 种 新 鲜 的 感觉 。 
“比如 说 ， 我 们 有 100 万 个 数 。” 泰 条 拉 像 喷泉 那样 将 双手 “ 哗 " 地 打 
“要 是 有 那么 多 的 数 ， 即 使 是 按 顺序 一 个 个 检查 这 种 简单 的 工作 ， 人 
类 也 只 能 束手无策 。 但 是 ， 只 要 将 算法 转化 为 程序 并 输入 到 计算 机 中 ， 
计算 机 先生 就 能 胜任 这 份 工作 。” 
































































































































































































































es 友人 条 拉 你 学 得 好 认真 响 。 说 起 来 ， 泰 条 拉 你 说 过 想 从 事 计 
算 机 相关 的 工作 呢 不 过 ， 我 对 算法 的 印象 还 是 很 模糊 呀 。 我 说 。 
“ 那 我 们 把 顺序 查找 算法 好 好 地 总 结 归纳 一 下 ……” 












































泰 林 拉 一 边 说 着 ,一边 拿 出 一 张 卡片 。 





顺序 查找 算法 (输入 与 输出 ) 




















输入 

“数列 A= {A[1], A[2], A[3],.… , Aln]} 
"数列 的 大 小 n 

“ 要 查找 的 数 v 

输出 

在 A 中 找到 与 v 相同 的 数 时 ， 


输出 “能 找到 ”。 


在 4 中 未 找到 与 v 相同 的 数 时 ， 





















































“我 们 进行 顺序 查找 时 ……” 泰 条 拉 人 解释 说 ,“ 只 要 提供 n 个 数组 成 
的 数列 A 二 {4[1], 4[2], 4[3],… ,A[ln]} 以 及 数 w， 便 可 以 利用 顺序 查 
找 算法 从 数列 4 中 找 出 v。 也 就 是 说 ， 输 入 是 A、n 还 有 wv。” 
“ 咖 虽 。 我 点 点 头 ， 紧 接着 问 道 ,“4[1， 指 的 就 是 41 吗 ?” 
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“是 的 ， 没 错 。 在 这 里 代替 数学 上 








Ai, A2, A3,:…: ,An 

















的 写法 ， 改 用 




















这 样 的 写法 。A[1] 表 示 数 列 A 中 的 第 1 个 数 。” 

“ 咖 ， 我 明白 了 。 我 说 。 

“向 顺序 查找 算法 中 输入 数列 A、 数 列 大 小 mn， 以 及 要 寻找 的 数 v。 接 
下 来 …… 如 果 算 法 在 4 中 发 现 了 与 v 相 等 的 数 ， 则 输出 “能 找到 '， 未 能 
发 现时 则 输出 “无 法 找到 ”。 也 就 是 说 ， 输 出 是 “能 找到 ' 或 者 “无 法 找到 。” 

“原来 如 此 。 输 出 是 表示 算法 运算 的 结果 呀 。” 
“ 嗯 ， 是 的 。 因 此 ， 顺 序 查 找 算 法 的 流程 就 可 以 像 这 样 表示 。” 
泰 朱 拉 又 拿 出 一 张 卡片 。 






















































































































































































六 ~ 


”顺序 查找 算法 (流程 ) 


Ll: procedure LINEAR-SEARCH(A, n, ») 





I L2: kel 
' 工 3: while 5 < n do | 
! 工 4 if AIk] = v then ' 
I LS: return“ 能 找到 ” I 
' LL6: end-if ' 
' 工 7: kekil ' 
' Lg8: end-while ' 
L9: return“ 无 法 找到 ” 
| L10: end-procedure | 








外 流程 ， 在 程序 设计 语言 中 也 叫 “过程 ”“ 函 数 ” 或 “方法 ”。 一 一 译 痢 注 
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“这 里 使 用 伪 代 码 表 示 算 法 的 流程 。 

为 代码 ?” 

“ 嗯 。 伪 代码 不 是 真正 的 代码 ， 而 是 一 种 形似 程序 的 语言 ， 英 文 是 
pseudocode。 虽 然 计 算 机 先生 不 能 直接 运行 这 种 用 伪 代 码 表示 的 流程 ， 
但 是 用 伪 代 码 就 可 以 以 程序 的 形式 表示 算法 了 。 

< 哦 2， 

“村 木 老师 说 “不 同 的 书 表 示 算 法 的 方法 千差万别 ， 但 无 论 哪 一 种 表 
示 方 法 ， 攻 示 出 从 输入 到 输出 的 各 个 步骤 。” 


A[3] 























都 必须 能 明确 对 


















































“原来 如 此 …… 那么 ， 这 就 是 顺序 查找 算法 了 吧 。 








“是 的 。 用 一 句 话 








jt 


.， Am] 的 顺序 




















来 表示 顺序 查找 算法 就 是 “按照 A[1], 4A[2]， 


























“从 行 L1 开始 看 这 个 流程 对 吧 ? ” 




















VON 























Ll 奎 行 站 1I0 











1 断 是 否 有 与 v 相等 的 元 素 " 。” 



































。 泰 条 拉 不 住地 微微 点 头 ， 并 接着 说 道 ,“ 老 师 是 这 样 说 的 ， 























的 各 个 步骤 。 





泰 洒 拉 重 新 看 了 看 笔记 本 ， 慢 慢 地 继续 话题 。 








按照 村 木 老师 

















. 大 喊 ' 我 是 计算 机 ， 
. 想象 自己 被 给 





码 会 更 好 。 
































[0 











的 说 法 ， 先 想象 自己 变 成 了 计算 机 先生 ， 然 后 再 


















































“ 然后， 按照 流程 策 

















了 算法 与 输入 





拙 、 路 实地 一 步 一 步 运行 







































































不 得 不 说 这 很 麻烦 ， 但 据说 这 样 是 理解 算法 最 快 的 方法 。 





人 家 


“是 吗 …… .” 


“我 要 试 试 老师 说 的 


要 变 
































成 计算 机 了 !” 





， 我 特别 喜欢 这 种 毅力 定 胜 负 的 比拼 。 接 下 习 











Pay 
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2.1.4 逐 行 








从 现在 
一 步 地 运 











工 





A I 





计算 机 呀 











。 我 说 道 。 
































调试 


启动 。 玫 
于 








始 ， 我 们 








要 利 








英文 为 walk through， 














测试 








也 就 是 从 


A[1] = 31, 4[2] = 41, 4[3] = 59, A[4] = 26, A[5] 





这 5 个 数 中 通过 





j 例 如下， 算法 的 用 








E 纱 轻 轻 说 道 。 


一 个 测试 
页 序 查 找 算法 的 流程 


E， 这 中 


























例 
































= 








也 就 是 








丛 入 为 : 


er 的 


A = {31, 41, 59, 26, 53} 


一 汪 
v= 26 





























从 行 工 1 





顺序 查找 算法 来 


台 运 行 顺序 查找 算 衫 








查找 26 这 个 数 。 


的 流程 。 





QD L1: procedure LINEAR-SEARCH(A, n, v) 























行 的 赴 央 和 症 HH 





这 





























入 4 





DL2: E41 
在 这 





人 


衙 玫 25 


我 们 将 变 


了 英语 表示 为 procedure。 此 外 ， 
nv 
接着 运行 下 一 


量 大 赋值 为 1。 





具体 的 输 
作 逐 行 调试 该 算法 。 逐 和 





| 


为 LINEAR-SEARCH 的 流程 即将 





/NO 

















一 行 还 表示 该 流程 被 给 予 了 输 


一 53 


入 一 来 一 


了 调试 的 


始 。 流 程 























运行 这 





行 后 








的 全 














[ 变 为 1。 
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变量 & 表 示 我 们 正在 注视 数列 中 的 第 有 个 数 。 























© L3: while k <n do 
在 这 一 行 ， 我 们 将 判断 循环 的 条 件 。 关 键 字 while 表 示 ， 在 满足 条 
件 期 间 , 循环 运行 从 while 至 end-while 的 各 行 。 此 人 处 的 条 件 为 


4 » 
k<n 。 





























让 
































因为 变量 nn 表示 数列 的 大 小 ， 所 以 条 件 <n 表 示 “ 将 注视 的 位 置 
限定 在 数列 的 范围 内 ”"。 严 格 来 说 条 件 应 该 为 1 <k<n, 但 因为 变 
量 k 从 1 开始 增加 ， 所 以 只 要 将 k 的 上限 设 为 nn 即 可 。 
















































































此 时 ， 因 为 k= 1,n 二 5， 所 以 满足 条 件 k <n。 
因为 满足 条 件 ， 接 着 运行 下 一 行 L4。 

















@ L4: if A[k] =wv then 
在 这 一 行 ， 我 们 将 判断 条 件 。 关 键 字 证 表示 ， 只 有 满足 条 件 时 ， 流 
程 才 会 运行 从 if 至 end-if 的 各 行 。 此 处 的 条 件 为 A[k] = v。 

































































条 件 A[k] = vv 表示“ 正在 注视 的 数 与 要 查找 的 数 相 等 ”。 








因为 此 时 k= 1， 根据 输入 的 数列 得 出 A[k] = A[1] = 31, 即 A[k] = 
31， 而 vw = 26， 不 满足 条 件 A[k] = wv。 




















数列 的 第 1 个 数 并 不 是 我 们 想 要 查找 的 数 。 
































因为 不 满足 条 件 ， 所 以 直到 end-if 的 所 有 行 都 要 跳 过 。 
这 样 ， 我 们 “ 嘲 ” 地 就 跳 到 了 行 L7。 
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[ 噶 





© L7: ke k+l 











在 这 一 行 , 我 们 将 式 子 - 





| 1 赋值 给 变 直 


当前 k=1， 






































十 1 的 值 为 2， 变 

















的 值 





1 变 为 2。 




















这 样 ， 我 们 注视 的 位 置 衣 

















接着 运行 下 一 行 L8。 





© L8: end-while 





这 一 行 


岗 在 返 





HH 


回 至 行 L3。 


@ 








OO OQ 





























小 上 其 下 























:用心 学 习 了 呵 。 我 佩 有 


Es 
局 已 ， 




















“你 穿插 着 解释 了 


这 样 的 讲解 方式 非常 有 趣 。” 












































多 式 和 含义 ， 也 就 是 程 


E 序 子 四 








ti 向 后 移动 了 一 位 。 


的 end-while 与 行 L3 的 while 相 对 应 。 


及 地 说 。 
脸红 红 的 。 








因此 式 子 
























































“Ri ” 面 对 














页 啊 。 
的 说 明 。 


上 昌 是 ， 还 是 觉得 好 麻 ; 


伪 代 
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et 
tH 
ANS 
AR 
[LUH 
斌 | 


















































那么 


“Continue。 理 纱 说 。 





a 





斥 烦 Hy 5 六 


























© L3: while k<n do 

















可 到 行 L3， 








外 分 呢 。 不 过 只 要 下 定 诀 心 


重新 判断 循环 条 件 


”我 一 边 说 ， 














突如其来 的 奔 奖 ， 泰 从 拉 好 像 不 知道 说 什么 好 。 
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边 
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边 记录 变 
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的 人 
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的 全、\ 思 和 二 去 


泰 水 拉 的 笔记 本 


的 思 





， 一 边 按部就班 地 
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现在 ， 因 为 k= 2,n 二 5， 所 以 满足 条 件 k < n。 














接着 运行 下 一 行 L4。 





L4: if A[k] =wv then 
次 判断 条 件 ， 现 在 变量 的 值 等 于 2， 不 满足 条 件 A[k] =v， 因 


为 此 时 4A[2] 作 为 输入 其 值 为 41， 而 vv 的 值 为 26。 

















































































































数列 的 第 2 个 数 也 不 是 我 们 想 要 查找 的 数 。 























因此 ， 我 们 跳 过 行 L5 和 行 L6， 直 接 转 到 行 L7。 


@ L7: koki+l 
变量 k 的 值 再 次 增加 1， 现 在 变量 的 值 变 为 3。 










































































接着 运行 下 一 行 L8。 




















(0 L8: end-while 
次 回 到 行 L3。 



































OQ iO oO 

















“重复 做 同一 件 事情 呢 。” 我 说 。 
“I 因 7 秀 和 采 拉 接着 说 ， “但 是 天 的 值 增加 了 HE” 


心 \O 
















































































“Continue。” 理 纱 的 语气 训 无 起 伏 。 


OQ GO oO 


DD L3: while k <n do 
现在 ， 因 为 k= 3,n 二 5， 所 以 满足 条 件 k < n。 














ti 








接着 运行 下 一 行 L4。 


x 
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吗 





@) L4: if A[k]| =w then 











现在 6 二 3,， 不 满足 条 件 A[k] =v， 








Ba 
































为 此 时 4[3] 作 为 输入 其 值 关 














59， 而 v 的 值 为 26。 
跳 转 至 行 L7。 






































(W@W L8: end-while 





























次 回 到 行 L3。 


O OO oO 

















“还 在 重复 做 同一 件 事情 呢 。” 我 说 。 





























“ 咽 。” 泰 条 拉 接 着 说 , “但是, 的 值 在 增加 啊 。” 


















































“Continue。” 理 纱 的 语气 依旧 毫 无 起 伏 。 








OO 9 oO 


©® L3: while k <n do 











现在 k= 4， 满足 条 件 k < n。 


接着 运行 下 一 行 L4。 





(0 L4: if A[k] =w then 
现在 k= 二 4， 条 件 A[k] =v 成 立 ! 因为 A[4] 的 值 与 26 相 等 ， 我们 终 
于 满足 了 证 的 条 件 


次 


回 行 L5 前 进 。 
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(DL5: return“ 能 找到 ” 
return 是 表示 本 流程 输出 的 关键 字 。 我 们 将 运行 结果 设置 为 “能 找 
到 ”， 然 后 跳 转 至 行 L10: end-procedure。 
























































L10: end-procedure 








至 此 ，LINEAR-SEARCH 流程 结束 。 











> 











好 ， 就 像 这 样 ， 经 过 从 呈 到 鸭 总 共 18 个 步 又， 算法 运行 完成 。 
入 的 值 4={31, 41, 59, 26, 53}, n= 5,v 二 26 得 到 的 输出 为 “能 找到 ”。 


并 
































OQ GO oO 








真是 辛苦 啊 。” 我 说 。 

“图 ……… 是 啊 。” 泰 条 拉 说 ,“ 仪 仅 是 为 了 判断 “在 {31, 41, 59, 26, 53} 
! 是 否 存在 26’ ， 就 要 下 这 么 一 番 工 夫 ， 变 量 & 的 值 也 在 流程 运行 过 程 
1 改变 了 很 多 次 ， 真 是 和 烦琐。 

那么 具体 的 动作 是 怎样 的 呢 ?” 

“ 嗯 ， 现 在 我 们 按 逐 行 调试 时 的 运行 顺序 给 各 行 标 上 序号 ， 就 像 这 


样 。 这 便 是 旅行 的 足迹 ， 对 吧 !” 











































































































[9 













































































L1: procedure LINEAR-SEARCH(A, n, ») Q@ 

L2: ke1 © 

L3: while k <n do SO® 
L4: if A[k] =wv then @ ® 四 
L5: return“ 能 找到 ” DD 
L6: end-if 

L7: kt k+l @ 四 ® 

L8: end-while © 四 四 

L9: return“ 无 法 找到 ” 
L10: end-procedure 





逐 行 调试 顺序 查找 算法 
(输入 为 A={31,41,59,26,53},n==5,v==26) 
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“原来 如 此 ee 

计算 机 先生 真 厉害 ! 无 论 重复 多 少 遍 相似 的 工作 也 不 会 厌倦 。 

“ 呢 ， 其 实 我 觉得 泰 傈 拉 你 的 妆 力 也 很 值得 钦佩 。 我 说 。 

“ 泰 洒 拉 计 算 机 。” 理 纱 说 。 

2.1.5 顺序 查找 算法 分 析 

“话说 回来 …… 村 木 老师 是 不 是 想 让 你 把 这 个 当 作 研究 课题 呢 ?” 

“ 啊 ! 说 得 对 呀 !” 泰 休 拉 迅速 回应 了 我 的 疑问 。 

村 木 老师 经 常 给 我 们 卡片 。 卡 片上 有 时 会 有 “请 求解 OO” 这样 的 
问题 ， 但 大 多 数 卡 片上 写 的 不 是 问题 ， 而 是 数学 相关 的 素材 。 老 师 的 意 
思 是 让 我 们 自由 思考 ， 去 发 现 有 趣 的 性 质 。 这 和 课 符 作业 里 出 现 的 试题 
完全 不 同 ， 我 们 在 卡片 的 引导 下 自己 出 题 ， 自 己 解 题 。 

我 从 高 台 就 一 直 和 村 木 老师 进行 着 这 样 的 交流 ， 久 而 久之 养 成 了 
己 动手 动脑 解决 问题 的 习惯 不 只 是 解决 现 有 问题 ， 还 会 尝试 自己 出 题 。 

但 是 泰 条 拉 这 次 给 我 讲解 的 卡片 与 以 往 都 不 同 ， 我 完全 找 不 到 数学 
素材 ， 只 能 找到 像 k < n 和 A[k] =w 这 种 简单 的 数学 公式 而 已 。 

“ess ”我 问 泰 条 拉 ,“ 我 已 经 明白 了 顺序 查找 算法 ， 可 接 下 来 
要 做 什么 呢 ?” 这 张 卡片 能 让 我 们 提出 怎样 的 问题 呢 ?” 

我 无 意识 地 望 向 理 纱 那 边 。 在 我 和 泰 采 拉 谈话 的 过 程 中 ， 她 的 手 一 
于 没有 离开 刍 毅 ， 灵 巧 的 手指 在 键盘 上 飞舞 。 

央 .….…” 泰 打 拉 了 肥 着 水 灵 的 眼睛 ,“ 我 们 试 着 提高 算法 的 运行 速度 
友人 么 样 ? 算法 的 目的 是 得 到 输出 ， 速 度 当然 是 越 快 越 好 。” 

“原来 如 此 。” 我 点 着 头 ,，“ 但 是 泰 条 拉 ……… 顺序 查找 算法 就 是 从 数列 
的 第 1 个 数 开始 按 顺序 比较 的 方法 ,我 们 真 的 能 让 它 运行 得 更 快 吗 ? 而 
日 怎样 才能 测 出 写 在 纸 上 的 步骤 的 运行 速度 呢 ? ” 

“ 啊 ， 说 的 也 是 呢 ……… ” 泰 末 拉 小 声 嘟 喇 着 。 




















盘 的 习 




















a 
Es 























“运行 次 数 。 理 纱 说 。 
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我 和 泰 条 拉 
F 指 依然 没有 停 租 。 





“运行 次 数 


“ 按 行 计算 。” 
红 发 少女 继续 融 打 着 键盘 。 理 纱 的 言语 细微 处 混杂 这 
上 人 觉得 不 舒服 ， 反 而 有 一 种 富有 质感 的 魅力 。 她 略 带 沙哑 的 嗓 
， 让 我 对 她 所 说 的 一 字 一 句 都 感到 印象 深刻 。 


“会 计 































































































.. 是 什么 ?” 我 问 理 纱 。 











i 同 理 纱 ， 而 理 纱 转 过 脸 ， 没 有 表情 地 看 着 我 们 ， 敲 刍 





























































































































































































































些 沙哑 的 音色 ， 























































































































































































































































































































“是 指 可 以 按 行 计算 出 运行 次 数 么 ?” 泰 末 拉 说 ,，“ 咽 …… 因为 刚才 
end-procedure 的 标号 是 中， 一 共 运 行 了 18 步 ， 运 行 步 数 为 18。 

“但 是 ，18 这 个 结果 仅 局 限于 刚才 的 测试 用 例 ， 对 吧 。 

“什么 意思 ?” 

“看 ,根据 输入 的 不 同 ， 在 数列 4 中 存在 可 以 查找 到 ww 的 情况 ,也 
存在 查找 不 到 wv 的 情况 。 可 以 查找 到 的 情况 又 分 为 : 在 数列 前 端 找到 ， 
在 数列 末端 找到 。 这 人 么 多 的 情况 ， 我 们 没有 办 法 明确 分 出 来 呀 。” 

“| 阿 …… » 

“而 且 ， 输入 中 的 nw 也 是 一 样 。 束 像 泰 条 拉 刚 才 说 的 那样 ，n 可 能 等 
于 好 几 百 万 ， 再 加 上 数列 中 未 必 存 在 v， 这么 多 情况 下 的 运行 步 数 我 们 
怎么 数 得 过 来 呢 。 

“说 、 说 的 也 是 ……: 

2.1.6 顺序 查找 算法 分 析 (能 找到 %? 的 情况 ) 

理 纱 默 不 作 声 地 将 电脑 转向 我 们 ， 屏 幕 上 显示 着 如 下 所 示 的 伪 代 码 ， 

每 一 行 都 标 着 用 1 或 M 表示 的 运行 次 数 。 


























36 第 2 章 


积 器 步 ， 致 干 


昌 

















































































































































































































































































































































































































运行 次 数 顺序 查找 算法 
L1: 1 procedure LINEAR-SEARCH(A, n, v) 
开罗 1 kt1 
LS: M while k <n do 
L4: M if A[k] =wv then 
L5: 1 return“ 能 找到 ” 
L6: 0 end-if 
工 7: M—1 下 二 天 十 工 
L8: AI 一 end-while 
L9: 0 return“ 无 法 找到 ” 
L10: 1 end-procedure 
能 找到 %v 时 顺序 查找 算法 的 运行 次 数 
“M 是 什么 ?” 泰 条 拉 间 理 纱 。 
“的 位 置 。” 理 纱 简洁 地 回答 。 
“原来 如 此 。 我 看 着 整理 好 的 算法 说 道 ,“ 原 来 是 标注 了 从 LL1 到 
L10 每 一 行 各 自 运行 的 次 数 啊 …… 
是 啊 ! 
证 数学 上 经 常 应 用 这 个 方法 啊 。 如 果 存 在 多 种 情况 无 法 确定 循环 
数 ， 用 变量 来 表示 就 好 了 呀 。 导 入 变量 M 也 就 是 
通过 导入 变量 进行 一 般 化 。 
“但 是 接 下 来 该 怎么 做 呢 ?” 徐 条 拉 问 。 
“只 要 将 各 行 的 运行 次 数 求 和 ， 不 就 可 以 求 得 整体 的 运行 步 数 了 嘛 ! ” 
我 说 , “这 个 式 子 应 该 含有 变量 M。” 
能 找到 wv 时 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 
二 Ll 十 L2 十 L3 十 L4 十 L5 十 L6 十 L7 十 L8 十 L9 二 L10 
= 二 1 十 1 十 M+M+1 十 0 二 (M1)++(M--1) 十 0++1 
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=M+M+M+M+1+1+1+1—1—1 
一 4M 十 2 
也 就 是 说 ， 在 能 找到 v 的 情况 下 ， 只 要 运行 4M 十 2 步 就 可 以 得 到 
输出 ! ” 泰 杀 拉 说 。 
“ 没 错 。 比 如 说 ， 泰 条 拉 提 到 的 测试 用 例 要 查找 26， 这 时 ……” 
“我 来 我 来 ! 我 来 算 !” 泰 打 拉 一 下 子 提高 了 音量 , “验算 ， 对 吧 !” 
“ 嗯 ,， 没 错 。” 我 和 泰 打 拉 都 清楚 ,推导 出 普遍 公式 后 应 该 做 的 事 
情 具体 的 例子 验算 。 
“在 刚才 的 测试 用 例 {31, 41, 59, 26, 53} 中 ， 我 们 已 经 验证 了 能 找 
到 26 这 个 数 。26 为 数列 中 第 4 个 数 ， 所 以 M = 4。” 
测试 用 例 的 运行 步 数 
=4M 十 2 将 M=4 代 入 
=4x4+2 计算 结果 
=18 
“ 哦 哦 。” 
出 所 料 ， 结 果 为 运行 4M 十 2 = 18 步 后 流程 结束 吧 。 
“ 嗯 ， 这 样 就 求 出 了 : 在 能 找到 v 的 情况 下 流程 的 运行 步 数 为 4M 十 2。 
那么 下 一 个 问题 自然 是 ， 在 数列 中 
“无 法 找到 w 的 情况 下 ， 流 程 的 运行 步 数 是 多 少 ?” 
泰 打 拉 接着 我 的 话说 道 。 
问题 2-1 (顺序 查找 算法 的 运行 步 数 ) 
在 数列 A 二 {4[1], 4[2], 4[3],…, 4[n]} 中 无 法 找到 w 时， 顺序 大 























找 算法 的 运行 步 数 是 多 少 呢 ? 
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2.1.7 顺序 查找 算法 分 析 (无 法 找到 wv 的 情况 ) 
里 纱 再 一 次 将 电脑 屏幕 转向 我 们 。 





















































运行 次 数 ”| 顺序 查找 算法 
L1: 1 procedure LINEAR-SEARCH(A, n, v) 
L2: 下 kel 
L3: 7 十 工 while k <n do 
工 4: n if A[k] =w then 
L5: 0 return“ 能 找到 ” 
L6: 0 end-if 
L7: n kk+i+l 
L8: n end-while 
L9: 1 return“ 无 法 找到 ” 
L10: 1 end-procedure 














无 法 找到 wv 时 顺序 查找 算法 的 运行 次 数 


“ 啊 ， 这 次 没 出 现 M 呢 。” 泰 条 拉 说 。 


a 各 行 的 运行 次 数 正确 吗 ?” 


















































显而易见 ， 行 L1 与 行 L2 的 运行 次 数 是 一 次 。 

但 是 , 行 L3 的 运行 次 数 真 的 是 rn 十 1 次 吗 ? 不 应 该 是 nn 次 吗 ? 一 一 
不 不 , 确实 是 nn 十 1 次 。 因 为 首先 在 kn 成立 的 情况 下 , 上 能 取 到 
1, 2, 3,……,n, 一 共 要 运行 n 次 。 接 着 ,在 kn 不 成 立 的 情况 下 还 有 
二 nn 十 1 时 的 1 次 。 相 加 得 nn 十 1 次， 这 就 是 行 L3 的 运行 次 数 理 
纱 脑筋 转 得 真 快 啊 。 


“L3 = 二 上 L2 十 L8。” 理 纱 说 。 































































































































































































{ 瑟 


这 是 什么 意思 …… 算 了 ， 接 着 往 下 看 吧 。 
行 L4 呢 ? 在 找 不 到 v 的 情况 下 ， 必 须 比 较 从 4[] 到 4[m] 的 个 
数 。 因 为 比较 操作 要 在 行 L4 进行 ， 所 以 这 一 行 的 运行 次 数 为 n 次 ， 的 



























































HU 口 青 合 理 。 
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行 45 的 话 ……: 咽 ， 因 为 没有 输出 “能 找到 ”， 所 以 行 L5 和 行 L6 
的 运行 次 数 都 是 0 次 。 
行 L7 和 行 L8 的 运行 次 数 与 行 L4 的 运行 次 数 相 等 ， 都 是 n 次 。 
行 L9 则 一 目 了 然 。 因 为 输出 “无 法 找到 ”后 流程 结束 ， 所 以 行 L9 
和 行 L10 的 运行 次 数 都 是 1 次 。 

bP 正确 。 
泰 打 拉 开 始 在 纸 上 计 算 。 






















































































ny EH 

















无 法 找到 w 时 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 
二 Ll 十 L2 十 L3 十 L4 十 L5 十 L6 十 L7 十 L8 十 L9 十 L10 





=1 二 1 二 (n+1)+n+t+0+0+n+t+n+1+1 













































































4M +2 (能 找到 w 的 情况 ) 
(无 法 找到 的 情况 ) 











































































































这 样 用 数学 公式 来 表示 运行 步 数 ， 就 可 以 利用 思考 数学 问题 的 方法 去 思 
认为 计算 机 和 程序 与 数学 毫 不 相关 ， 现 在 看 
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解答 2-1 (顺序 查找 算法 的 运行 步 数 ) 
在 数列 A = {4A[1], 4A[2], 4[3],…, A[n]} 中 无 法 找到 w 时 ,顺序 查 
找 算法 的 运行 步 数 是 4n 十 5。 
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40 第 2 章 积 哇 步 ， 致 干 上 
2.2 算法 分 析 


2.2.1 米尔 嘉 
“ 呀 ! 399 
和 保持 高 冷 ， 不 停 敲 打 键 盘 的 理 纱 突然 像 小 狗 一 样 发 出 了 可 爱 的 






























































青 澈 的 声音 。 





二 fr 





紧 接 着 传 来 十 省 






































“ 理 纱 ， 好 久 不 见 。” 





少女 的 长 发 乌黑 亮丽 。 
身材 高 挑 修长 。 
伶 上 架 着 金属 框 眼 镜 。 

指 尖 像 指挥 家 一 样 挥 动 着 。 

那 是 聪明 机 敏 又 健谈 的 数学 少女 一 一 米尔 嘉 。 

米尔 嘉 是 我 的 同班 同学 。 自 高 中 入 学 时 那个 “ 栅 花 树 下 的 迁 后 ”2 以 
来 ,我们 便 一 同学 习 。 话 虽 如 此 ， 我 完全 琢磨 不 透 她 的 数学 功底 到 底 有 
多 深厚 。 
她 懂得 很 多 ， 是 一 位 靠得住 的 队长 ， 领 导 我 们 在 名 为 数学 的 旅途 上 
前 进 。 但 她 的 魅力 远 不 止 于 此 。 















































































































































































































































我 着 米 尔 亮 » 心里 有 些 难 受 。 
无 论 是 我 ， 还 是 她 ， 都 已 经 高 三 了 。 这 是 我 们 在 高 中 的 最 后 一 年 。 


米尔 嘉 毕业 后 人 Ra 还 是 别 去 想 ] o 



















































































@ 见 《 数 学 女孩 )1.1 节 。 一 一 译 者 注 








“ 快 停 下 啦 。 理 











纱 说 。 























如 莲 的 。 

















邪 量 
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回 揉 到 











E 纱 的 头发 ， 弄 
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E 纱 的 头发 已 经 变 得 乱 

















~、 


“ 快 停 


， 米 尔 豆 学 姐 。” 到 














E 纱 拨 



























































































































































































































































































































































米尔 嘉 的 手 ， 稍 微 清 了 下 嗓子 。 


























































































































































































































“ 啊 ， 米 尔 嘉 ， 这 位 是 小 理 纱 。” 泰 朱 拉 说 。 

“不 要 加 “小 '。” 理 纱 又 摆 回 一 张 扑 克 脸 。 

“我 知道 的 。” 米 尔 嘉 说 ,，“ 理 纱 是 双 仓 博士 的 女儿 。” 

2.2.2 算法 分 析 

“ 叫 算法 分 析 吗 ?” 

米尔 嘉 从 理 纱 身后 探 出 头 来 ， 看 着 屏幕 。 

理 纱 无 声 地 点 头 。 

“求解 算法 的 运行 步 数 ……” 米 尔 嘉 一 边 环视 着 我 们 一 边 说 ,“ 它 的 
确 是 算法 分 析 的 第 一 步 。 但 是 …… 

理 纱 抬 起 头 。 

米尔 嘉 顿 了 顿 ， 继 续 说 道 。 

“但 是 ， 用 它 来 求解 算法 的 运行 时 间 ， 必 须要 明确 前 提 条 件 。 为 了 能 
根据 运行 步 数 来 判断 算法 的 速度 ， 前 提 条 件 中 必须 给 出 运行 每 一 步 要 人 花 
费 的 时 间 。 和 否则 怎么 谈论 速度 快慢 都 没有 意义 。” 

原来 如 此 ， 的 确 是 这 样 。 

“这 是 为 了 确定 计算 模型 。 米尔 嘉 继续 说 明 ,“ 在 理 纱 使 用 的 计算 模 
型 中 ,运行 各 行 所 消耗 的 时 间 都 相等 。 也 就 是 说 ， 前 提 条 件 为 : 无 论 是 
二 1 还 是 ‘if A[k] =v then’， 其 所 花费 的 时 间 都 相等 。 这 个 计算 
模型 虽然 简单 ， 但 却 很 实用 。” 







































































”我 小 声 咬 咕 。 
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虽 















































































































































































































































































































































































































































“米尔 嘉 学 姐 1 ” 泰 条 拉 提 了 提 音 量 ,“ 话 说 回来 ， 您 清楚 算法 的 特征 
吗 ? 有 输入 、 有 和 输出、 步骤 明确 ， 还 有 两 个 是 ……” 

“输入 、 输 出 、 确 定性、 可 行 性 、 有 穷 性 。” 米尔 嘉 立刻 回答 道 “ 不 过 ， 
也 存在 没有 输入 的 情况 。” 

“确定 性 指 的 是 步骤 有 明确 定义 是 吧 。 可 行 性 指 的 是 ?” 

“可 行 性 指 的 是 该 算法 的 操作 可 以 实际 运行 。” 

“ 哦 哦 …… 那么 有 穷 性 是 ?” 

“有 穷 性 指 的 是 算法 的 运行 时 间 是 有 限 的 。” 

“原来 如 此 。 输 入 、 输 出 、 确 定性 、 可 行 性 、 有 穷 性 ……” 泰 傈 拉 记 
在 了 笔记 本 上 。 
2.2.3 ”不同 情况 的 归纳 

米尔 嘉 重新 检查 泰 打 拉 的 笔记 本 。 

WO 4M +2 ”能 找到 wv 的 情况 ) 
顾 序 交代 法 的 运行 步 数 一 | 全 (无 法 找到 ， 的 情况 
































“我 们 通过 分 情况 讨论 求 得 了 运行 步 数 ! ” 泰 洒 拉 说 。 
































听 了 泰 洒 拉 的 说 明 ， 米 尔 嘉 轻 轻 合 上 眼睛 。 这 时 大 家 也 都 安静 下 来 ， 













































































































































































































































































连 容易 冒 冒 失 失 的 泰 条 拉 也 不 出 声 地 看 着 米尔 嘉 ， 而 理 纱 从 全 
就 很 安静 。 过 了 一 会 儿 ， 米 尔 嘉 左 右 摆动 着 食指 上 陷 开 眼睛 。 

“在 这 里 ”不 知 为 什么 ， 米 尔 嘉 好 像 很 开心 ,“ 在 这 里 ， 你 们 分 
情况 分 析 了 顺序 查找 算法 。 将 情况 分 为 在 数列 4 中 能 找到 v 的 情况 ， 以 
及 在 数列 4 中 无 法 找到 w 的 情况 。 这 没有 问题 。 但 是 ， 我 们 可 以 将 这 两 























































































































Qz 直译 是 “ 步 又” ， 此 处 按照 计算 机 教材 的 用 法 写作 “操作 ”。 一 一 译 者 注 































































































2.2 算法 分 























种 情况 归纳 为 一 种 情况 。” 
“将 两 种 情况 …… 归纳 ?” 我 有 些 疑惑 。 
泰 打 拉 见 链 插 针 地 举 手 。 即 便 对 方 就 在 眼前 ， 她 也 会 举 手 提 
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问 oO 






























































































































































































































































































































































“请 、 请 问 ， 归 纳 指 的 是 归纳 能 找到 w 的 情况 与 无 法 找到 w 的 情况 吗 ?” 

“对 。” 米尔 嘉 说 。 

“但 是 ， 这 两 种 情况 下 的 输出 也 不 一 样 ， 即 便 说 要 归纳 也 …… ”泰和 
拉 一 边 笔记 本 一 边 说 。 

“ 正 因为 无 法 归纳 ， 才 要 分 情况 讨论 的 啊 。” 我 补充 道 。 

米尔 嘉 走 到 理 纱 著 边 ， 悄 声 耳 语 几 句 。 理 纱 露出 一 副 嫌 麻 烦 的 表情 ， 
过 了 一 会 儿 才 在 键盘 上 敲打 起 来 。 

“这 并 不 是 什么 难以 理解 的 问题 ， 是 这 么 一 回 事 。” 配 合 着 米尔 嘉 的 
话 ， 理 纱 把 红色 笔记 本 电脑 的 屏幕 转向 我 们 。 

































































运行 次 数 ”| 顺序 查找 算法 
L1: 1 procedure LINEAR-SEARCH(A,n, v) 
12: 1 kt—1 
Ls: M+1—sS while k <n do 
L4: M if A[k] =w then 
LD: 9 return“ 能 找到 ” 
L6: 0 end-if 
LT7: M—sS kki+l 
L8: M—5S end-while 
L9: 二 疙 return“ 无 法 找到 ” 
L10: 1 end-procedure 











归纳 能 找到 ww 与 无 法 找到 wv 两 种 情况 后 





序 查找 算法 的 运行 步 








LT 了 新 的 变量 3 呢 。 泰 洒 拉 谨 避 地 说 道 。 










































































“这 是 “通过 导入 变量 进行 一 般 化 "。” 米 尔 嘉 说 ,，“ 一 般 化 指 

















“出 现 
多 种 特殊 情况 归纳 为 























的 是 ; 
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我 们 在 这 里 导入 变量 5， 根 据 两 种 





情况 ， 














[ 吗 
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取 不 同 的 值 定义 该 变量 。” 

















O 











找到 ww 的 情况 。 
此 时 MM 等 于 vv 在 数列 中 的 位 置 。 

“5S 一 0， 表示 无 法 找到 w 的 情况 。 
此 时 M 等 于 m。 


Cn 
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ps 
济 
My| 
pa! 
mh 































































































“为 什么 用 5 这 个 字母 来 表示 呢 ?”” 泰 条 拉 问 。 

“变量 取 任何 名 字 都 没 问 题 ， 不 过 这 里 的 3 是 “Successful 的 “S”， 
攻 示 成 功 找到 了 vw。 对 应 于 “在 数列 4 中 能 找到 v” 这 一 命题 的 真 与 伪 ， 
变量 5 的 取 值 分 别 为 1 比特 的 1 与 0。 


























































































































“在 数列 A 中 能 找到 vw” < 5=1 
“在 数列 4 中 无 法 找到 v” < 全 5=0 












































“原来 如 此 …… 变量 5 的 值 为 1 时 表示 “能 找到 wv ”，5 的 值 为 0 时 
表示 “无 法 找到 。 我 说 。 
“通过 增加 一 个 变量 ， 可 以 归纳 多 种 情况 。” 米尔 嘉 说 。 

“我 们 归纳 了 多 种 情况 …… 换 名 话说， 我们 就 能 用 一 个 式 子 来 表示 
顺序 查找 算法 的 运行 步 数 了 ! ”我 说 。 


泰 条 拉 立 刻 开始 计算 。 






























































































































































顺序 查找 算法 的 运行 步 数 

二 Ll 十 L2 十 L3 十 L4 十 L5 十 L6 十 L7 二 L8 十 L9 十 L10 

二 1 十 1 二 (M+1-S)+M+S+0+(M-S5)+(M-S5)+(1—5)+1 
一 4M 一 39 十 5 











2.2.4 思考 意义 




















笔记 本 上 计算 ， 过 了 一 











泰 采 拉 认 真 地 在 


~ 





35+5 的 验算 也 没 问 题 。” 接着 又 说 :“ 咖 
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Mey 
EG 
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问题 ， 像 9 这 种 变量 








的 味道 。 














“可 以 。” 米尔 嘉 立即 回答 。 














“变量 的 意义 并 非 含 糊 不 清 ， 也 没有 产 
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， 是 可 以 随意 六 
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包头 说 :“4M 一 


我 还 有 个 可 能 有 些 奇怪 的 
































定 的 吗 ? 总 感觉 有 点 …… 机 会 主义 




















地 
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六 
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个 表示 特定 值 的 ? 








“我 们 只 是 将 其 定义 为 
个 














其 介意 增加 























了 一 个 变量 ， 不 如 来 讨论 变量 的 “意义 "， 后 者 有 趣 

















































































































“我 来 答 。M 


要 查找 的 数 v 




















意 我 把 泰和 打 拉 旁边 的 位 















































三 | 
XE 
“不 够 严谨 。” 米 


尔 喜 说。 


“ 译 ! ” 泰 洲 拉 吃 了 一 恢 。 
“ 族 ! ”我 也 吃 了 一 慨 























» -大 i Ar 
泰 条 拉 回 答 
























































归 o 




















E{31, 26, 59, 26, 53} 这 样 一 个 数列 中 查找 v= 26 呢 ?” 


“ 哦 哦 …… 原来 要 查找 的 数 v 未 必 只 在 一 个 地 方 出 现 。 泰 洲 拉 悦 然 

















“ 没 错 。 如 果断 




















数列 中 出 现 一 次 。 正 确 的 说 法 是 ，M 为 “vv 的 











读 等 于 先入 为 主 地 假定 v 只 会 丰 




















言 M 是 w 的 位 
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Y 置 中 最 小 的 一 个 "。 






































“但 是 ， 反 复 强 调 “最 小 的 一 个 





F 。” 我 说 。 
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“的 确 。” 米 尔 露 承认 ,“ 重 要 的 是 ,我 们 绝对 不 能 忘记 “实际 上 有 存 


在 多 个 v 的 可 能 性 。 


“ 咖 。 泰 涛 拉 说 。 










































































“下 一 题 。5 的 意义 是 什么 ? ”米尔 嘉 向 泰 淋 拉 问 道 。 

“我 知道 ! 这 刚刚 说 过 。5 是 表示 “能 否 在 数列 中 找到 v” 的 变量 。 

“ 答 成 这 样 就 可 以 了 。 我 们 一 般 把 用 “1 或 0” 来 表示 “ 某 命题 是 否 成 

立 "的 变量 或 式 子 称 为 指示 器 。 变 量 5 就 是 指示 器 。” 
“是 indicator 吗 ?” 


“是 的 ， 也 可 以 说 indicator variable。” 












































































































































ce 














indicate 的 东西 ……… 纪 就 是 “指示 的 东西 ', 它 究竟 指示 什么 
食指 问 道 。 








py 
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EE 
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“下 一 题 。1 一 5 的 意义 是 什么 ?” 

“1 一 5S 吗 ? 呢 …… 对 了 ， 它 是 表示 “能 找到 w 时 为 0, 无 法 找到 w 
时 为 1” 的 式 子 ， 对 吧 ? 你 看 ，1 一 5S 这 个 式 子 在 S$=0 时 为 1, 在 S$=1 
时 为 0。1 与 0 正好 颠倒 过 来 ， 就 像 这 样 。” 泰 洲 拉 将 手掌 来 回 翻转 。 

“很 好 。1 一 S 是 “无 法 找到 ”的 指示 器 。 
“ 啊 !1” 泰 条 拉 悦 然 大 悟 ,，“ 这 也 是 指示 器 1! ” 



































Tt 



























































“下 一 题 。M 十 1 一 5 的 意义 是 什么 ?” 
“M+1 一 5S 吗 ?” 

泰 洒 拉 麻 利 地 在 笔记 本 上 写 下 来 ， 然 后 开始 思考 。 
我 也 开始 思考 。 
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“5S=1 时 ，M 十 1 一 5S 等 于 M。 
也 就 是 等 于 wv 的 位 严格 来 说 ， 是 wv 的 位 置 中 最 小 的 


S00 时 ，M 十 1 一 S$ 等 于 M1。 





个 六 

























































































咽 ， 究 竟 该 怎么 说 比较 好 呢 ? 
“S=1 时 ， M+1 一 5 表示 wv 的 位 置 。” 米 尔 嘉 说 ,“ 但 是 在 S=0 
的 情况 下 呢 ?” 
“vw 后面 的 位 置 吧 。” 我 说 。 
“学 长 ……” 泰 条 拉 说 ,““w 后 面 的 位 






















































































因为 








二 
[= 




















种 说 法 不 合理 





[8 
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在 5S=0 的 情况 下 根本 找 不 到 wv 呀 。 


“ 啊 ， 是 哦 。” 被 泰 条 拉 指 出 下 忽 了 条 件 一 事 ， 是 我 大 意 了 。 


“S=0 时，M 十 1 5S 表示 什么 ?” 泰 条 拉 反 复 念 四 。 





















































em 








A 


里 纱 小 声 说 。 
“ 没 错 。” 米 尔 嘉 对 型 于 n。 因 此 ，M 十 1 一 


E 纱 说 ,，“5S = 二 0 时，M 等 












































5S 等 于 n+1o” 
“抱歉 ! 你 们 现在 在 做 什么 呢 …… 我 有 点 被 绕 旱 了。” 泰 打 拉 说 。 















































“ 呼 .……. ， 
米尔 嘉 站 起 身 来 ， 慢 慢 走 过 我 们 的 座位 。 春 天 温暖 轻柔 的 风 吹 过 ， 





















































数学 少女 的 长 发 摇 鼻 不 停 ， 柑 橘 系 的 芳香 沁人心脾 。 


UH 











边 说 ,，“M 二 1 一 5， 


= 


趣 。 米尔 嘉 一 边 走 























“M 十 1 一 5S 这 个 式 子 很 
等 ,在 5S=0 时 等 于 nn 十 1。 那 么 ， 


能 否认 为 式 子 M 十 1 5 在 任何 情况 








能 否 将 这 两 





















































在 S=1 时 与 v 的 位 置 相等 ， 胡 
况 归纳 为 一 种 呢 。 也 就 是 说 ， 能 

































































种 情 
尼 ? ?9》 


下 都 等 于 wv 的 位 置 呢 
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“但 是 米尔 嘉 ， 在 9S= 0 时 ,wv 一 一 ”我 提醒 着 。 
“ 没 错 , 在 S$S=0 时 , wv 不 存在 于 A[1], 4[2], 4[3],…, A[n] 中 。 既 
然 这 样 ， 我 们 强行 让 wv 存在 于 4A[n 十 1] 就 好 了 。 
“强行 …… 让 ww 存在?” 我 搞 不 明白 。 
“这 样 一 来 ，M 十 1 一 5 便 总 是 与 v 的 位 置 相等 。” 
米尔 嘉 接着 淡淡 地 解释 ， 我 依旧 一 头 雾 水 。 
“其 实 M 十 1 一 5 的 两 种 形态 可 以 表示 为 一 个 事物 。” 
“一 个 事物 啊 ……” 泰 条 拉 说 。 
我 的 记忆 被 勾 了 起 来 …… 那 到 底 是 什么 时 候 的 事情 啊 。 
当 我 们 注意 到 两 种 不 同 的 表现 在 本 质 上 是 一 个 事物 时 ， 
便 会 有 绝妙 的 事情 发 生 。 
“哨兵 。” 理 纱 的 发 言 打 断 了 我 的 回忆 。 
“是 的 ， 如 理 纱 所 说 ， 就 是 哨兵 。 理 纱 快 , 来 这 边 。” 米尔 嘉 向 理 纱 
招手 示意 。 
“不 。” 理 纱 简 洁 地 拒绝 。 
“ 电 …… 哨兵 ， 到 底 指 的 是 什么 呀 。” 泰 条 拉 还 是 一 头 雾 水 。 
2.2.5 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 
米尔 亮 对 理 纱 耳 语 几 句 ， 理 纱 随 即 开 始 敲 理 纱 打 3 















































真是 快 啊 ， 而 
过 了 一 会 
算法 ”。 









































有 什么 声 














打字 的 时 候 基 本 没 
































的 


再 


L， 完 成 输入 





E 纱 





> 














给 我 们 











Ff 键 盘 。 说 起 习 
上 地 输入 。 














兵 的 顺序 查找 


我 们 全 都 用 着 笔记 + 电脑 并 乱 ， 蔡 苦 思 率 着 o 
看 了 好 一 会 儿 ， 和 泰 条 拉 叫 道 :“ 不 动笔 的 话 怎么 也 弄 不 明 


在 笔记 本 上 写 了 起 来 。 看 来 泰 条 拉 计 算 机 启动 了 。 





带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 (流程 ) 
ST: 
S2: 
93: 
S4: 
S5: 
S6: 
SY: 





procedure SENTINEL-LINEAR-SEARCH(A, n, v) 
4Im 十 1] 全 
k+l 
while A[k] v do 
kki+l 
end-while 
if k<n then 
return“ 能 找到 ” 
end-if 
return“ 无 法 找到 ” 
end-procedure 
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御 就 

































































6 


S1: 
S92: 
S33: 
S4: 
S5: 
S6: 
S7: 
S8: 
S9: 
S10: 
S11: 









































通过 测试 用 例 来 具体 算 一 下 吧 。" 米尔 嘉 说 。 























procedure SENTINEL-LINEAR-SEARCH(A, n, v) 
Am+1]v 
kl1 
while AIk] vv do 
kk+l 
end-while 
if k<n then 
return“ 能 找到 ” 
end-if 
return“ 无 法 找到 ” 
end-procedure 


逐 行 调试 带 有 了 哨兵 的 顺序 查找 算法 

















BA@OOOO 


©@®A 
Se 


(输入 为 A4={31,41,59,26,53},n=5,v=26) 
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“通过 逐 行 调试 发 现 ，S4 一 S5 一 S6 这 三 行 在 不 断 地 循环 。” 泰 条 拉 
说 ,“ 感 觉 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 在 判断 条 件 时 比 普通 的 顺序 查找 算法 
简单 很 多 啊 ……: 对 了 ， 哨 兵 到 底 指 什么 ?” 

“ 指 的 是 在 S2 行 放 在 A[n 十 1] 中 的 数 。 米尔 嘉 回 答 ,“ 只 要 把 v 放 
在 A[n 十 1] 中 ,， 当 上 =n 十 1 时 就 一 定 能 找到 vw， 因此 ， 查 找 就 不 可 能 
越过 这 里 继续 进行 。 为 了 防止 不 小 心 运行 过 头 而 设置 的 数 ， 这 就 是 哨兵 ， 
英文 为 sentinel。 有 哨兵 存在 的 话 ， 在 S4 的 while 处 便 不 再 需要 确认 
k 的 范围 。 

“之 前 的 LINEAR-SEARCH 算法 的 运行 步 数 是 18， 这 次 的 SENTINEI- 
LINEAR-SEARCH 算法 的 运行 步 数 是 16。 可 以 说 是 稍微 …… 变 快 了 
点 吧 ， 但 是 仅仅 节约 了 两 步 呀 …… ” 

“这 只 是 个 示例 。 我 们 需要 将 行 S4 的 运行 次 数 设 为 M, 将 5 设 
为 “能 找到 v” 的 指示 器 ,一 般 化 地 求 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 
步 数 。” 

运行 次 数 | 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 
S1: 1 procedure SENTINEL-LINEAR-SEARCH(A,n, v) 
S2: I Aln+1]v 
S3: 二 kl 
S4: AM 十 1 一 9 while A[k] v2 do 
S5: M—S kk+l 
S6: MD-—S end-while 
ST: 1 if k<n then 
S8: Ss return“ 能 找到 ” 
S9: 0 end-if 
S10: 1 一 9 return“ 无 法 找到 ” 
S11: J end-procedure 

















带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 


步 








“3 三 1， 表 示 能 找到 v 的 情况 。 
CL 时 M 等 于 v 在 数列 中 的 位 置 
























































“3=0， 表 示 无 法 找到 v 的 情况 。 


比 时 M 等 于 
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带 有 了 哨兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 
二 Sl 十 S2 十 S3 十 S34 十 S35 十 S6 十 S57 十 S8 十 S9 二 S10 十 Sll 
二 1 十 1 十 1 十 (M+1 一 5S)+(M-5)+(M-5)+1++S+0++(1 一 人 5) 二 +1 
二 3M—35++7 
“普通 的 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 是 4M 一 35 二 5。 泰 洒 拉 一 边 看 着 












































笔记 本 一 边 说 ,“ 而 带 






































首 兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 是 3M 一 3S 十 717” 


算法 运行 步 数 
LINEAR-SEARCH 4M—3S+5 
SENTINEL-LINEAR-SEARCH 3M—3S+7 

“原来 如 此 ! ”我 喊 出 声 来 ,“ 只 要 用 数学 公式 来 表示 运行 步 数 ， 就 能 








比较 算法 的 速度 了 。 












































“要 比较 对 吧 ! 我 来 写 不 等 式 ! ” 泰 条 拉 说 。 











顺序 查找 算法 的 运行 步 数 > 带 

















带 有 哨兵 的 川 

















页 序 查 找 算 法 的 运行 步 数 


4M—35+5>3M—35+7 






































“用 不 等 式 直 接 比较 


科 的 大 小 


















































采用 一 种 常规 方法 : 


计 货 


“左边 一 右 


当然 没 丰 

















让 边 ” 





这 个 式 子 ， 


问题 。 我 说 ， 


“不 过 还 可 以 

















浅 二 | 





判断 它 的 结 曙 





AE 


合 
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顺序 查找 算法 的 运行 步 数 一 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 
=(4M— 35+5)— (3M— 3S+7) 
=4M—3S+5—3M+3S—7 
=M—2 
我 哦 ……” 泰 条 拉 许 
“因此 ， 只 要 M 一 2 > 0， 我们 就 能 认为 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 更 
快 。 我 说 。 用 数学 公式 表达 思路 ， 真 是 让 人 放心 啊 。 
M 一 2 > 0 等 价 于 M >2。 如 果 vw 在 数列 A 中 第 一 次 出 现 的 位 置 在 
3 之 后 ， 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 就 会 更 快 。 
“原来 用 数学 公式 表达 后 还 能 有 这 样 的 发 现 呀 ! ” 泰 洲 拉 多 然 开 朋 。 
“‘ 无 法 找到 wv’ 的 情况 是 最 耗 时 间 的 ， 顺序 查 找 算法 的 运行 步 数 是 








4M— 3S+5=4n+5, 
35 十 7== 3n 十 7。 这 就 


2.2.6 创造 历史 



















































































是 各 个 算法 的 最 大 运行 
米尔 嘉 一 边 转 着 我 的 自动 铅笔 一 边 说 : 
的 运行 步 数 是 4M 一 3S 十 5， 带 丰 


“顺序 查找 算法 
法 的 运行 步 数 是 3M 一 3S 十 7。 也 就 是 说 ， 加 上 电 








原来 的 3 左右 。” 


‘3 




















“M 的 系数 














带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 的 运 
步 数 吧 。 我 说 。 





行 步 数 是 3M 一 

















3 是 怎么 得 出 的 


的 比值 。 米尔 嘉 说 ,“ 当 M 变 得 在 


er 


[i 
















































































3S 十 5 看 作 4M, 将 3M 一 3S 十 7 看 作 3M。” 





“ 快 了 大 约 25%。” 理 纱 补充 道 
接着 说 : 
前 提 条 件 ， 再 


“ 先 明确 



















































































大 时 , 可 以 将 4M 一 








样 我 们 就 能 够 定量 评估 
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算法 的 速度 。 如 果 能 定量 评 佑 ， 便 能 得 出 像 “ 快 了 大 约 25%” 这 样 的 具 
体 数 值 ， 而 不 是 仅仅 停留 在 “很 快 ” 的 层面 上 。 通 过 定量 评估 ， 我 们 就 能 
够 有 理 有 据 地 区 分 算法 的 优 劣 。” 

原来 如 此 。 我 说 。 

“明确 了 前 提 条 件 的 定量 评估 ， 不 仅 能 被 某 一 个 人 利用 ， 还 能 被 其 他 
人 和 利用、 验证、 改良， 甚至 可 以 用 于 其 他 算法 的 分 析 。” 米尔 嘉 说 。 

““ 明 确 了 前 提 条 件 的 定量 评估 ”…… 这 、 这 就 像 创造 历史 一 样 啊 。 
泰 淋 拉 想 入 非 非 ,“ 即 便 评 估 的 人 不 在 了 ， 基 他人，…… 未 来 的 人 也 可 以 
使 用 。 自 己 的 思想 ， 超越 自 己 留存 下 去 一 一 这 是 对 人 类 的 贡献 啊 !” 

“ 泰 条 拉 ， 真 了 不 起 啊 。” 我 不 由 得 感叹 泰 条 拉 思 想 的 广度 。 

只 是 ， 点 需要 注意 。 米尔 嘉 紧 起 食指 说 ,“ 要 是 像 用 显微镜 那 
样 将 注意 力 全 部 放 在 算法 的 细微 差异 上 ， 就 会 忽视 大 的 共同 点 。 要 妥善 
处 理 这 个 问题 ， 可 以 使 用 渐 近 分 析 的 方法 。 分 析 复 杂 问 题 的 时 候 ， 我 们 
要 _， 

“顺序 查找 算法 是 O(m) 的 。” 理 纱 打 断 了 米尔 嘉 。 

“你 是 理解 了 O(n) 的 意思 才 这 人 么 说 的 吗 ? ”米尔 喜 紧 接着 问 道 。 

理 纱 沉 默 了 一 会 儿 ， 小 声 回答 ; 

不 是 。” 

米尔 嘉 面前 的 理 纱 像 小 狗 一 样 。 

不 过 是 说 出 了 一 知 半 解 的 单词 啊 。” 

噢 哟 ， 这 挑 峡 的 话语 。 

理 纱 紧 紧 地 瞪 着 米尔 嘉 。 

米尔 十 用 冰冷 的 眼神 回应 。 

中 O(n) 的 读 法 有 : 欧 . 恩 、 大 欧 : 恩 、big o en、order en， 等 等 。 
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瑞 


这 边 瞄 了 一 眼 ， 巨 


AS 
会 
































无 声 地 对 视 了 好 一 会 儿 ， 理 纱 哑 了 1 
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“ 那 、 那个 











[ 噶 





…” 泰 洲 拉 不 知 所 措 。 

















局 
由 











碧 ， 错 开 了 视线 。 














几乎 没 人 能 瞪 得 过 米尔 嘉 。 


“放学 时 间 到 了 。” 





噢 ， 





由 





O 











击 场 的 铃声 响 了 …… 阿 不 ， 是 图 书 管理 员 瑞 谷 老师 的 提醒 。 















































女 史 总 是 在 放学 时 间 准 时 通知 学 生 回 家 。 通 知 完 后 ， 女 史 朝 我 们 










































































到 | 让 管 里 员 办 公 室 。 


















































人 
] 日 学 
里 独 FS AEN 























今天 ,我 觉得 
作 在 有 限 的 步 数 内 根据 输入 求 得 输出 ， 这 就 是 算法 。 
非常 有 新 力 的 泰 条 拉 仔 细 地 帮 我 逐 行 调 坛 了 顺序 查找 算法 。 踏 踏实 
人 
本 






































己 稍稍 抓 住 了 算法 的 诀 穿 。 能 通过 明确 可 运行 的 操 



































































































































实地 一 步 一 步 运行 算法 虽然 笨 抽 ,但 对 于 理解 算法 是 非常 有 帮助 的 。 
















































































如 
数学 公式 表示 运行 步 数 来 分 析 算 法 。 



































了 我 “明确 了 前 提 条 件 的 定量 评估 ”和 “通过 导入 变量 归 






























































话说 回来 ,数学 公式 的 力量 真是 强大 。 数 学 公式 支撑 着 定量 评估 ， 


















































纳 多 种 情况 ”"。 即 便 是 结果 一 目 了 然 的 算法 ,仔细 研究 还 是 会 有 新 的 发 






































































































































只 要 能 落实 到 数学 公式 上 ， 无 论 是 评估 、 比 较 还 是 判断 都 能 迎刃而解 。 














名 女 史 ， 我 国 古代 记录 皇后 礼仪 、 后 宫 事 务 的 女官 ,日 本 古 时 从 事 文书 工作 的 女官 。 

























































































本 今天 还 在 使 用 这 个 词 ， 是 对 知识 女性 的 尊称 。 一 一 译 者 注 














2.3 目 己 家 55 












































还 有 ， 红 发 少女 理 纱 双 仓 博士 的 女儿 ， 擅 长 无 声 快速 打字 。 她 


今天 用 “哨兵 ”回答 了 米尔 高 的 问题 。 理 纱 之 前 就 知道 哨兵 这 回 事 ， 想 必 



































































































































定 是 自学 了 很 多 东西 吧 。 
阿 啊 ， 学 校 教 给 我 们 的 还 是 太 少 了 ， 必 须 自己 学 习 才 行 ， 必须 自 己 
主动 去 吸收 知识 。 




























































































泰 条 拉 、 米 尔 嚣 ， 还 有 理 纱 。 
她 们 都 各 有 各 的 长 处 。 
和 她 们 相 比 ， 我 一 一 自 恬 形 秽 。 



























































不 ! 不 行 ! 我 不 能 这 样 胡思乱想 ! 
快 想起 和 米尔 辟 的 约定 ! 
Ea 摘 下 眼镜 ， 左 手轻 轻 扶 住 脸 颊 。 
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我 想 学 一 些 真 真正 正 的 知识 。 
我 想 踏 踏实 实地 做 一 番 事 情 。 






















































































我 笨拙 的 努力 将 被 名 为 “高 考 ” 的 测试 用 例 定量 评估 ， 合 格 为 1， 不 
合格 为 0。 这 个 指示 器 是 多 么 沉重 的 1 比特 啊 。 


我 一 边 想 着 ， 一 边 重 新 戴 上 眼镜 ， 展 开 笔 记 本 。 





































































































里 出 笨拙 的 一 步 吧 。 


亚 
下 


56 

















第 2 章 ” 积 哇 步 ， 致 干 里 











有 这 为 自己 的 毕生 事业 起 名 的 人 屈指 可 数 。 

但 是 ， 在 20 世 纪 60 年 代 ， 

我 认为 有 必要 创造 “算法 分 析 ” 这 一 名 字 ， 

因为 现存 的 任何 用 语 都 无 法 贴切 表达 我 想 做 的 事情 。 


高 德 纳 了 
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No. 


Date 








泰 玉 拉 的 笔记 ( 伪 代 码 ) 
定义 流程 


procedure (流程 名 ) (( 参 数列 表 )) 
语句 ) 





(语句 ) 


end-procedure 




















用 ( 流程 名 ) 定义 以 ( 参数 列表 ) 为 输入 的 流程 。 








赋值 语句 


| (变量 ) 二 (表达 式 ，) 

















将 (表达 式 ) 的 值 赋值 给 ( 变量 ) 。 


赋值 语句 (交换 值 ) 


| (变量 1) ty (变量 2) 








由 
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上 


No. 


Date 








if 语 句 (1) 


if (条 件 ) then 
(操作 ) 
end-if 








1. 判断 ( 条件 ) 是 否 成 立 。 
2. ( 条件 ) 成 立时 ， 运 行 ( 操作 )， 前 进 至 end-if 行 。 


3. (条 件 ) 不 成 立时 ， 直 接 跳 转 到 end-if 的 下 一 行 。 









































if 语 句 ( 2 ) 


if (条 件 ) then 


(操作 1) 





else 
(操作 2) 
end-if 








1. 判断 (条件) 是 否 成 立 。 

2. (条 件 ) 成 立时 ， 运 行 ( 操作 1) ， 跳 转 到 end- 主 行 。 
3. (条 件 ) 不 成 立时 ， 运 行 ( 操作 2) ， 前 进 至 end-if 行 。 
换言之 ，( 操作 1) 和 ( 操作 2) 中 必 有 且 只 有 一 个 被 运行 。 
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No. 


Date 








if 语 句 ( 3 ) 





if (条 件 A) then 
(操作 1) 
else-if (条 件 B) then 


(操作 2) 





else 
(操作 3) 
end-if 








1. 判断 ( 条件 A) 是 否 成 立 。 

2.( 条件 A) 成 立时 ， 运 行 ( 操作 1)， 跳 转 到 end-if 行 。 
3.《 条件 A) 不 成 立时 ,判断 ( 条 件 B) 是 否 成 立 。 

4.〈( 条件 B) 成 立时 ， 运 行 ( 操作 2)， 跳 转 到 end-if 行 。 
5. 当 (条 件 A) 和 (条 件 B) 都 不 成 立时 ,运行 (操作 3)， 前进 至 















































end-if 行 。 





















































换言之 ，( 操作 1)( 操作 2)( 操作 3) 中 必 有 且 只 有 一 个 被 运行 。 
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| 








No. 
Date 
1 1 T 1 
while 语 句 


while (条 件 ) do 





end-while 





1. 判断 ( 条件 ) 是 否 成 立 。 














2. (条 件 ) 成 立时 ,运行 (操作 )， 前 进 至 end-while 行 ， 然 后 回 


到 while ( 条件 》do 行 。 


3. (条 件 ) 不 成 立时 ， 直 接 跳 转 到 end-while 的 下 一 行 。 






































return 语句 ( 运行 结果 ) 


| return (表达 式 ) 














1. 求 ( 表达 式 ) 的 值 ， 将 其 作为 流程 的 运行 结果 (输出 )。 

















2. 跳 转 到 end-procedure 行 ， 结 束 流程 的 运 和 


al 


o 
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小 时 候 ， 我 喜欢 在 小 镇 杂货 店 前 ， 
看 编 管 的 手艺 人 工作 。 

如 今 看 来 ， 那 份 经 验 ， 

对 现在 的 我 是 莫大 的 帮助 。 


一 一 《和 滨 示 漂流 记 》 


3.1 排列 


3.1.1 书店 

“ 猜 猜 我 是 谁 
随 着 双眼 被 遮 住 ， 身 后 传 来 清脆 的 声音 。 
“除了 尤 里 还 会 有 谁 啊 。” 我 掀 开 插 住 眼睛 的 手 。 
“ 喊 ， 真 不 配合 吐 ~ ”表妹 万 里 站 在 身后 。 她 戴 着 棒球 帽 ， 栗 色 的 疼 

















































































































































































































垂 在 棒球 帽 后 面 像 小 马 的 尾巴 。 
今天 是 周 六 ， 这 里 是 车 站 附近 刚 开 业 的 大 型 书店 。 店 里 放置 着 很 多 
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不 过 我 知道 ， 最 终 自 己 还 是 会 和 尤 里 去 屋顶 的 。 


























3.1.2 疮 然 开朗 
“ 噢 下 面 好 多 行人 呀 ! ” 





























































































































刚 从 自动 售 货 机 买 来 的 果汁 递 给 她 。 


“给 你 。 9 

















?9 


“Thank you~’ 


说 起 来 ， 上 周 尤 里 为 什么 会 问 那 个 问题 呢 ? 





















































他 被 亲 过 吗 ?” 


























虽然 问 完 之 后 ， 尤 里 就 自己 贫 开 话题 糊弄 过 去 了 ， 不 过 …… 

她 正 两 手 抱 着 易 拉 饶 喝 果 计 。 
已 里 ， 你 以 前 总 是 说 不 好 “全 鱼 与 绿 鲤鱼 "这 个 绕口令 ， 对 

“说 什么 呢 ， 那 都 是 小 时 候 的 事 儿 了 。” 

“ 那 你 现在 会 说 了 吗 ? ”我 问 道 。 















































































































































































































































































































































“很 简单 呀 。 俩 鱼 与 绿 鲁 鱼 、 俩 鱼 与 绿 鲁 鱼 、 伍 鱼 绿 与 ……” 
上 

“ 俩 鱼 与 鲁 绿 …… 全 鱼 绿 与 鲁 …… 啊 ， 不 管 了 ! 哥哥 你 欺负 人 。” 
“抱歉 抱歉 。” 看 着 扳 嘴 的 万 里， 我 也 放下 心 来 。 
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[你 了 解 排列 吗 ?” 
“还 好 吧 。” 不 知 尤 里 怎么 突然 间 起 这 个 。 
“ 喝 …… 我 有 些 地 方 不 明白 。” 













































































楼 顶 。 尤 里 透 过 金属 防护 网 看 着 楼 下 的 行人 ， 兴 奋 地 叫 出 声 。 我 洲 









































“初中 学 习 的 “排列 应 该 没 多 难 吧 ， 就 像 将 4 张 卡 片 排 成 一 列 




















已 





问题 3-1 (排列 ) 
将 4 张 卡片 

















排 成 一 列 ， 总 共和 


,BIO 








“我 很 快 就 能 

















iA ” 


:出 答案 。” 尤 里 说 ,“ 但 是 ， 我 不 是 很 理解 老师 的 解释 。 


几 种 排 法 呢 ? 





3.1 排列 63 







































































课堂 上 我 们 很 快 就 进 
啦 ， 安 置 4 只 山羊 啦 。 



































窒 








“原来 如 此 。 








| 算 的 原理 。” 
我 大 概 明 白 了 ， 尤 里 你 不 是 想 


“怎么 还 会 有 山羊 。 











入 计算 练习 了 ， 比 如 说 排列 4 个 数 啦 ， 安 排 4 个 人 





这 样 的 题 ， 无 论 排列 什么 物品 ， 计 算 方 
这 个 ， 人 家 想 多 听 听 i 


























[en 


式 不 也 是 一 样 的 嘛 。 比 






































知道 怎么 和 = 公式 ， 而 是 想 


















































































































































”说 着 ， 她 喝 了 一 口 果 计 ， 
尼 ， 没 有 理解 就 不 愿意 行动 。 















































是 不 能 给 ' 那 家 伙 ” 解释 明白 的 计 




















详细 了 解 公式 是 如 何 得 出 的 ， 想 要 充分 理解 公式 背后 的 原理 ， 对 吧 ?” 












































“没有 充分 理解 就 去 计算 











39 

















不 解释 明白 ,我 不 甘心 蚜 ……” 
































3.1.3 ”具体 示例 





我 们 坐 在 楼 项 的 长 椅 上 ， 继 续 学 习 排 列 。 
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实 ， 比 起 在 楼 





























有 8 闲 着 ， 

















台 讲 解 , “就 是 要 对 应 每 一 种 情况 来 思考 。 


“ 哦 哦 ， 这 就 是 必 杀 技 吗 ?” 

















清爽 的 风 令 人 心情 舒畅 。 









































这 个 季 闻 竺 在 外 边 更 各 








了 服 。 
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我 从 口袋 中 取出 笔记 本 。 


“ 那 我 们 重新 思考 吧 。 现 在 我 们 来 研究 ‘将 4 张 卡片 (A), [B), (OC), D) 
排 成 一 列 ， 一 共有 几 种 排 法 这 个 问题 。” 
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先 来 看 “ 排 成 一 列 " 这 个 表达 ， 它 强调 要 注意 摆 放 的 顺序 。 比 如 ， 


A) 8B) (oD) 














这 样 的 摆 放 方式 ， 与 





(BB) WJ (oD) 
这 样 的 摆 放 方式 是 要 区 分 的 。” 
“ 咽 嗯 。 注 意 顺 序 ， 对 吧 。” 
“注意 顺序 的 摆 放 方式 ， 就 称 为 排列 。 也 就 是 “注意 顺序 排 成 一 列 ， 






























































“排列 ， 注 意 顺 序 排 成 一 列 。 哦 哦 ， 原 来 如 此 呀 。” 

尤 里 的 眼睛 闪 着 光 ， 正 在 用 心地 听 我 讲解 。 她 在 不 想 听 的 时 候 一 定 
会 立刻 说 “好 无 聊 "， 让 人 立刻 就 知道 她 在 想 什么 。 这 么 看 来 ， 尤 里 和 
是 有 相似 的 地 方 ， 她 们 都 不 会 “不 懂 装 懂 ” 

“另外 “不 遗漏 、 不 重复 ' 的 计数 态度 也 是 很 重要 的 

































































































































































































































































“如 果 计 数 时 漏 数 了 ， 结 果 就 会 比 真 正 的 情况 数 少 ; 要 是 重复 计数 
了 ， 结 果 就 会 比 真正 的 情况 数 多 。 所 以 做 到 “不 遗漏 、 不 重复 ” 地 准确 计 


数 是 非常 重要 的 。” 





















































































































































“ 啊 ， 我 喜欢 这 种 方法 。 只 要 “不 遗漏 、 不 重复 ” 地 计数 就 可 以 了 吧 ? ” 
> 复 ” 地 计数 可 是 非常 不 容易 的 哦 。 
“在 掷 仍 子 比 赛 那个 谜 题 中 未 记 数 平局 的 情况 ， 这 就 是 漏 数 了 噶 ?” 
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特别 的 战术 。” 
个 树 形 图 。” 


























画 



























































地 计数 。 比 如 ， 我 们 试 冰 


E 








规 得 


“ 攀 形 图 ?” 























a 











… 是 的 。 人 很 容易 计 错 数 。 因 此 ， 


“特别 的 战术 ?” 
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-EE 














器 


“ 没 听 明 上 


3.1.4 找 规 律 








BIOIGIOIOIGIOIOIOIQIOIGIOQIGIOIGIQIQIOIOIOIGIOIE 
(2) (a) (me) (a) (ne) (2) (0) (9) <) (a) elololelalsle (m) (5) (<) (2) (<) (9) 


(ea) (ea) (0) (0)(a)(a)(<)(<) (0) (0) (a) (a) (<) (se) (a)(e)(<)(<) (a) (se) (0) (0) 
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<) 加 人) (9) 


图 与 排列 
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形 
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“就 是 这 么 一 种 图 。” 我 在 笔记 本 上 画 下 树 形 图 ,“ 因 为 形状 像 树 ， 所 
图 。 为 了 让 你 看 清 树 形 图 与 排列 的 关系 ， 我 特地 夯 成 这 样 。 树 
助 我 们 发 现 规律 。 
“ 哦 哦 ， 我 知道 了 。” 
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第 1 段 的 分 权 
“我 们 来 仔细 观察 树 形 图 吧 。 先 从 左边 开始 看 ， 开 始 树枝 分 权 成 4 根 ， 
它 表示 ‘第 1 张 卡片 可 以 从 A, B), (O), 回 四 种 情况 中 选择 ' 。 
“分 权 指 的 是 ?” 
“是 指 树枝 分 权 。 从 左边 分 权 出 4 根 树枝 对 吧 ?” 


“ 啊 ， 确实 是 。” 
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第 1 段 的 分 权 : 产生 4 个 分 权 


第 2 段 的 分 权 
“接着 看 第 2 段 。 第 2 段 有 4 根 树 校 ,对 应 每 一 根 树 校 ， 各自 
分 权 。” 
“ 咕 ， 这 里 我 明白 。” 
“万 里 ， 你 注意 到 “对 应 每 一 根 树枝 ” 这 句 话 了 吗 ?” 
“ 训 ? 啊 …… 现在 注意 到 了 ， 哥 哥 。 
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“在 第 2 段 ， 每 一 根 树枝 都 产生 3 个 分 权 ， 这 表示 “第 2 张 卡片 可 以 
从 3 种 情况 中 选择 '。” 
“ 嘎 ， 我 知道 。 因 为 已 经 有 1 工 张 卡片 不 能 使 用 了 。?” 


































































































第 2 段 的 分 权 : 4 根 树枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产生 3 个 分 权 








“以 根 树枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产生 3 个 分 权 。 因 为 提 到 了 “对 应 
一 根 树枝 , ， 所 以 此 处 用 乘法 来 计算 ， 第 2 段 的 树枝 数 为 4x 3 二 12 根 。” 
“ 哦 哦 ， 原 来 如 此 。 的 确 是 呢 。” 















































fe 












































第 2 段 的 树枝 数 为 4x 3 = 12 根 
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第 3 段 的 分 权 
“那么 接 下 来 看 第 3 段 。 如 果 充 分 理解 了 刚才 讲 的 知识 ， 接 下 来 就 会 
很 简单 ， 都 只 是 重复 性 的 操作 。 
“原来 如 此 。 在 第 3 段 ，12 根 树枝 产生 2 个 分 权 。” 
“说 得 没 错 ， 但 要 好 好 利用 武器 。 我 说 。 
“武器 ?” 
和 对 应 每 一 根 树 枝 ” 这 个 表达 方式 。 
“ 啊 ， 你 说 这 个 呀 。12 根 树 枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产 生 2 个 分 
权 。 这 里 又 要 用 到 乘法 ， 对 吧 ?” 
“对 对 。12 x 2 二 24 根 。” 
“我 明白 了 。” 
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第 3 段 的 分 权 : 4x3 根 树枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产 生 2 个 分 权 


第 4 段 的 分 权 
“那么 我 们 来 看 看 第 4 段 吧 。 因 为 第 3 段 有 24 根 树枝 ……” 
“不 行 不 行 ! 人 家 来 说 1!” 尤 里 打 断 我 的 话 ，“24 根 树枝 ， 对 应 每 一 


































































































根 树枝 各 自 产生 1 个 分 权 一 一 族 认 译 ?” 
“怎么 了 ?” 
































“只 有 1 个 的 时 候 还 要 说 分 权 也 太 奇 怪 了 吧 ， 明 明 没 分 权 呀 。” 





















































“说 得 对 ， 我 们 一 般 不 说 产生 1 个 分 权 。 但 是 现在 这 么 思考 更 便于 理 
解 ， 因 为 这 样 思考 具有 连贯 性 ， 有 连贯 性 的 地 方 就 有 规律 性 。 






















































































第 4 段 的 分 权 : 4 x 3 x 2 根 树枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产生 1 个 分 权 

“ 叫 好 吧 ，24 根 树枝 ， 对 应 每 一 根 树枝 ， 各 自 产生 1 个 分 权 。 

我 们 还 是 用 乘法 ，24 x 1 = 24， 得 出 第 4 段 的 树枝 有 24 根 。” 
“ 尤 里 你 说 得 对 。 这 就 与 排列 4 张 卡片 [Aj,[Bj,(C],ID] 相 对 应 ， 共 

有 24 种 情况 。” 

“我 明白 啦 。” 


“那么 ， 我 们 来 总 结 一 下 吧 。 从 第 工段 到 第 4 段 ， 分 权 数 按 4 一 3 一 
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2 一 1 逐步 减少 ， 并 且 每 着 “ 对 应 每 一 根 树枝 ”时 都 要 进行 乘法 运算 。” 
最 初 的 树 校 有 4 个 分 权 PA 4 
每 一 根 树枝 产生 3 个 分 权 3 洲 光 
每 一 根 树枝 产生 2 个 分 权 er 
每 一 根 树枝 产生 1 个 分 权 专 一 一 一 一 x 1 
“原来 如 此 。 所 以 我 们 才 有 




















排列 4 张 卡片 的 方法 数 ==4x3x2x1l 
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哥哥 现 在 给 我 讲 的 是 一 种 …… 规定?” 
“是 规律 。” 
“ 喔 ， 有 规律 地 计数 很 容易 理解 呢 。” 












































“是 的 ， 通 过 画 树 形 
计数 ， 也 能 在 “对 应 每 一 根 树枝 ” 的 地 方 用 
“ 嗯 ， 我 都 明白 了 。 原 来 如 此 ， 不 愧 是 哥哥 ， 真 厉害 呀 ! 





























找到 规律 会 更 容易 ， 也 方便 "不 遗漏 、 不 重复 " 地 
乘法 计算 。 到 这 里 你 都 明白 吧 ?” 
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“能 觉得 这 些 内 容 厉害 的 尤 里 也 大 




















“ 咳 咳 ， 你 别 这 么 硅 我 呀 。 


答案 3-1 (排列 ) 
将 4 张 卡片 





WA 四 IOD 


排 成 一 列 的 方法 ， 总 共有 24 种 。 












































那么 进行 下 一 步 吧 。 


I 






































的 示例 发 现 了 规 得 


让 
La 





“既然 已 经 通过 具 


“下 一 步 指 的 是 ?” 








3.1.5 一 般 化 
“下 一 步 是 一 般 化 。” 


“一 般 化 ?” 
“ 摆 放 4 张 卡片 的 排列 方法 共有 24 种 ， 但 这 是 局 限于 4 张 卡片 的 情 


况 。 一 般 化 指 的 是 求解 有 5 张 、 6 张 7 张 …… 任意 张 卡片 时 都 能 使 用 


的 方法 。” 



















































































问题 3-2 (排列 ) 
将 mn 张 卡 厂 排 成 一 列 ， 总 共有 几 种 排 法 呢 ? 
























































































































































































































































































































































































































































































































































3.1 排列 71 
“nn 张 啊 人 
“一 般 化 时 经 常会 导入 像 见 这 样 的 变量 ， 这 就 是 所 谓 的 
“通过 导入 变量 进行 一 般 化 ” 
刚才 的 卡片 (A)(B)(C)[D] 有 24 种 摆 放 方式 ， 是 因为 有 4 张 卡片 。 当 我 们 
得 知 n 张 卡片 的 摆 放 方式 ， 也 就 是 将 排列 的 个 数 用 nn 表示 出 来 ， 就 可 以 发 
现 它 归 纳 了 在 nw 等 于 5、n 等 于 6、n 等 于 7……: 所 有 情况 下 排列 的 个 数 。” 
中 咽 。” 
“算术 与 数学 最 大 的 差异 就 在 这 里 。 万 里， 你 还 记得 刚 接触 中 学 数 等 
时 使 用 的 代数 式 吧 ?” 
“记得 、 记 得 ， 含 有 a 啦 " 啦 zz 啦 y 啦 什么 的 。 
“练习 那些 代数 式 是 为 了 让 我 们 能 够 一 般 化 地 人 处 理 数 。 如 此 一 来 ， 人 处 
里 对 象 便 不 局 限于 像 4 这 样 具体 的 数 了 。 
“ 曙 …… 所 以 呢 ? 将 卡片 摆 放 成 一 列 ， 总 共有 几 种 排 法 昵 ? ” 
“我 们 只 要 用 n 来 取代 4 就 可 以 了 。 从 mn 开始 求 “ 每 次 减少 1 的 数 的 
最 初 的 树枝 有 nn 个 分 权 4----》 n 
每 一 根 树枝 产生 n 一 1 个 分 权 c+---- x (n 一 1) 
每 一 根 树枝 产生 n 一 2 个 分 权 +----， x (一 2) 
每 一 根 树枝 产生 2 个 分 权 ¢----» Xx 2 
每 一 根 树枝 产生 1 个 分 权 ¢----» x 1 
“ 啊 ， 这 我 知道 ! 这 是 n 的 阶乘 ， 写 作 nl! 对 吧 ?” 
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“原来 如 此 。 咽 ， 


















































了 TAN。 


“因此 ， 摆 放 普 从 
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物品 的 排列 数 为 n!1。” 























器 王 








解答 3-2 (排列 ) 


将 mn 张 卡 厂 排 成 一 列 的 排 法 总 共有 mn! 种 。 


3.1.6 铺 就 道路 


排 成 一 列 的 排 法 总 共 














“ 尤 里 ， 我 们 刚才 推导 








NN 

















想象 树 形 图 就 能 理解 了 。” 
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nl 








出 的 结果 并 不 是 很 难 ， 只 不 过 是 “将 n 张 卡 
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只 要 背 下 来 就 能 应 用 。 但 是 ， 一 定 要 用 
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心思 考 我 们 求解 结果 的 过 程 。” 





“我 准备 说 




















四 




















“ 咽 ， 哥 哥 你 怎么 了 ? 突然 


EE 点 了 哦 。 在 思 














副 严肃 的 样子 。” 





















































像 思考 4 张 卡片 的 摆 放 方式 





























数学 问题 时 ， 要 从 具体 的 示例 入 手 ， 就 
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的 示例 就 万 事 大 吉 。 通 过 具体 的 示例 找 出 























“米尔 喜 也 说 过 类 似 的 话 哦 。 


3.1 排列 73 








“能 够 看 透 结 构 的 眼力 ， 这 是 很 重 


| 中 
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“米尔 车 大 人 ! ” 尤 里 尖 叫 道 。 尤 里 非常 仰 葵 米 尔 喜 …… 因此 用 米尔 
器 大 人 称呼 她 。 





















































“ 树 形 图 能 帮助 我 们 找 出 规律 ，“ 用 表格 来 想 ” 也 不 错 。 我 们 如 果 找 
到 了 规律 ,就 要 将 其 一 般 化 ， 大 多 数 情 况 下 可 以 用 数学 公式 来 表示 。” 
“具体 示例 ， 找 规律 ,一 般 化 …… ” 尤 里 认真 地 复述 ,“ 话 我 是 明 
了 ， 但 为 什么 要 那么 做 吐 ?” 


“ 间 得 好 …… 尤 里 ，' 通 过 具体 示例 找 出 规律 并 进行 一 般 化 " 也 就 












































































































































































































































科 试 做 一 下 就 能 知道 

















这 种 状态 ， 变 成 

















“不 需要 党 试 就 能 知道 ， 














这 种 状态 ， 这 可 是 非常 厉害 的 呀 。 
要 尝试 就 能 知道 ?” 尤 里 镁 了 皱眉。 
“也 就 是 说 ， 我 们 不 用 一 步 一 步 地 画 树 形 图 ， 用 nl! 来 计算 就 可 以 了 。 
不 需要 实际 尝试 ， 而 是 使 用 一 般 化 的 数学 式 …… 阿 ， 在 这 里 是 公式 ， 只 
要 能 套用 公式 就 可 以 了 ， 这 就 是 应 用 公式 的 方便 之 处 。 从 另 一 个 角度 来 
看 ， 如 果 没 有 自己 动手 的 经 验 ， 也 就 不 会 知道 有 可 以 直接 利用 的 公式 是 
多 么 幸福 的 事情 。 我 们 不 要 去 死记 硬 背 ， 而 是 要 用 心 体 会 公式 的 内 在 含 
义 。 这 样 ， 使 用 公式 的 时 候 自然 也 就 会 得 心 应 手 、 游 轧 有 余 了 。” 
















































































































































































































































































































































































































































































中 见 《 数 学 女孩 》3.2 节 末尾 。 一 一 编者 注 
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“总 之 ， 思 考 具 体 示 例 是 很 重要 的 ， 不 能 在 这 里 偷懒 。 而 在 具体 问题 
! 找 出 规律 ， 将 其 一 般 化 ……: 这 是 更 重要 的 。 不 论 是 面 对 怎 样 微小 的 问 
题 ， 都 不 要 忘记 铺 就 “具体 示例 一 找 规律 一 一 般 化 ”这样 的 道路 。” 
具体 示例 一 找 规 律 一 一 般 化 

“ 铺 就 道路 可 

“在 此 之 后 我 们 要 在 数学 的 道路 上 做 的 工作 ， 就 是 验证 自己 找到 的 规 
律 是 否 TE 确 o 。 

“验证 ……: » 

“总 之 ， 先 自己 动手 动脑 推导 mn!， 这样 就 能 自然 而 然 地 记 住 排列 方 
式 的 总 数 是 n! 了 ， 比 起 死记 硬 缘 强 得 多 。” 

“ 啊 ， 可 是 老师 要 求 我 们 记 下 到 10 以 内 的 阶乘 值 。” 

“ 嗯 ， 记 下 较 小 的 阶乘 值 会 很 方便 ， 哥 哥 我 也 能 背诵 哦 。 如 此 一 来 ， 
每 当 看 到 像 3 628 800 这 样 的 数值 时 ， 就 能 意识 到 “这 可 能 是 10! 这 个 阶 
乘 值 ' 。” 
nll 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 
nlll1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 

“这 就 是 举 1! 反 10! 了 吧 ?” 尤 里 说 。 

“要 是 这 么 算 ， 不 就 变 成 是 举 1 反 3 628 800 了 嘛 。” 我 说 。 

3.1.7 那 家 伙 

“哥哥 的 讲解 简明 易 懂 ， 听 着 真 开 心 。” 

里 将 空 的 果汁 易 拉 鲍 扔 进 垃 圾 箱 ， 重 新 戴 了 戴 棱 球 帽 。 一 缕 香 电 
的 清新 US 扑 日 而 涨 5 
我 想到 一 个 问题 。 
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下 

















“ 尤 里 ， 将 “ 钙 鱼 与 绿 
你 知道 吗 ?” 
“简单 。6!，720 种 ， 对 吧 ? 刚刚 背 下 来 啦 。 
“ 认 ? 不 对 吗 ? 为 什么 ?” 


“ 俩 鱼 与 绿 鲁 鱼 ' 这 6 个 字 中 有 2 个 “ 鱼 字 

















注 














鱼 ” 这 6 个 字 排 成 一 列 的 排 法 总 共有 几 种 ， 
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哦 。” 
















































































































































































































































































“是 “ 吗 ” 的 阶乘 哦 。” 尤 里 说 。 
疫 啊 ……: » 
































上 In 
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守 
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么 
“疼爱 啊 …… 说 起 来 ， 你 怎么 突然 想起 “排列 ”的 话题 ?” 
“ 咽 班 里 有 个 数学 非常 厉害 的 家 伙 ， 他 会 出 各 种 数学 谜 题 ， 非 




































































“有 一 天 他 来 间 我 “你 能 解释 清楚 排列 吗 ?” ,他 当时 的 寻 
了 1 让 人 生气 1!” 
“那么 ， 尤 里 现在 是 不 是 就 不 会 输 给 “ 那 家伙 ”” 了 呢 ?” 我 说 。 

“ 咖 ， 那 当然 ! 下 次 就 在 学 校 决 一 胜 …… 啊 ， 可 是 我 听 说 那 家 伙 
为 家 里 的 事情 要 请 假 一 段 时 间 。” 











情 怎么 说 
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问题 3-3 (含有 相同 文字 的 排列 ) 


























将 “ 钱 鱼 与 绿 鲤鱼 ”这 6 个 字 排 成 一 列 ， 总 共有 几 种 排 法 呢 ? 
























































尖 叫 声 打破 了 上 寂静 。 不 用 看 就 知道 ， 这 声 站 
她 正章 力 避 免 摔 倒 ， 手 中 的 卡片 已 然 撤 在 
这 里 是 高 中 的 图 书 室 ， 现 在 已 经 放学 了 。 

时 间 如 和 白 驹 过 隙 ，22 的 16 岁 转 瞬 即 逝 ， 我 的 年 龄 已 经 变 成 了 质数 











= 大 到 二 
1 节 洒 拉 。 
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虽然 已 经 步 入 高 三 ， 但 我 每 天 的 生活 并 没有 太 大 变化 。 按 部 就 班 地 
上 课 ， 放 学 后 就 在 图 书 室 自习 ， 生 活 节奏 与 往 币 一 样 。 

只 是 有 一 点 变化 ， 在 数学 之 外 的 科目 上 投入 了 更 多 精力 。 我 变 得 
以 前 更 忙 了 。 

“好 疫 阿 nt a 

泰 洒 拉 一 边 唱 吟 着 ， 一 边 捡 起 落 到 地 上 的 卡片 。 
我 也 离开 座位 帮 泰 洒 拉 收拾 卡片 。 
“ 泰 末 拉 ， 你 没事 吧 ? ”我 关切 地 问 道 。 
这 些 是 村 木 老 师 给 的 卡片 。 
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3.2.2 排列 
“是 排列 呢 。" 我 将 收拾 好 的 卡片 还 给 泰 共 拉 ,“ 正 好 我 最 近 也 和 万 量 
聊 了 排列 的 话题 。 


“是 这 样 啊 。 























It 















































“但 是 ,我 给 尤 里 讲 的 并 不 是 从 n 个 中 选取 个 这 种 一 般 情况 ， 而 
是 排列 n 个 元 素 的 特殊 情况 。” 











































































































“ 咽 …… 也 就 是 P? (或 47? )， 对 吧 ?” 
没 错 。” 
nn n nl + ji 
Im A 根据 已 :的 EX, ~ 1 天 Nn 
nl 
= 寻 为 n 一 n= 二 0 
1 
四 人 因为 01=1 
三 | 
“ 嗯 ， 说 到 Pk ……. ” 泰 打 拉 说 。 
1 
™ nok)! 














46 0 因 口 9 
只? 


“为 什么 排列 的 情况 数 一 定 是 个 整数 ， 但 排列 数 的 定义 却 是 像 mA 


这 样 ， 是 分 数 的 形式 呢 ? 感觉 很 奇怪 ……” 
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“你 是 不 明白 为 什么 排列 数 在 形式 上 是 分 数 ， 最终 却 能 约 分 成 














吧 ?” 























“是 啊 ， 难 以 想象 这 个 分 数 最 终 一 定 会 约 分 成 整数 。 






































“为 了 方便 理解 ， 我 们 用 具体 示例 来 思考 吧 。” 





























“具体 示例 啊 。 


























“比如 说 ， 我 们 从 5 个 物品 中 取出 2 个 来 摆 放 。 

















“第 1 个 物品 的 选取 方法 有 5 种 














“对 应 


上 述 每 1 种 选取 方法 ， 第 2 个 物品 都 有 4 种 选取 方法 
























































也 就 是 说 ， 排 列 数 卢 可 以 转化 为 5 x 4 这 种 形式 。” 





“ 啊 ， 确 
“ 像 这 样 每 次 减 小 1 的 数 的 乘积 可 以 用 阶乘 (mn!) 来 表示 。” 


























万 = 从 5 个 物品 中 取出 2 个 的 排列 数 =5x4 

















实 是 这 样 ，5 与 比 它 小 1 的 数 相 乘 。” 


















































“ 呢 ! 可 是 5 的 阶乘 与 户 不 一 样 ，5 的 阶乘 多 了 条 尾巴 啊 。 


泰 条 拉 














(= 
























































5!=5x4x3x2x1l 
二 一 一 .一 -一 


P2 尾巴 












































了 的 仅仅 是 5x4x3x2x1l1 中 开头 的 5x4 的 部 分 对 








改 了 一 个 寻找 自己 尾巴 的 手势 …… 不 过 ， 泰 洲 拉 也 没 尾巴 呀 。 




















巴 3 x 2 x 1 是 多 余 的 ， 因 此 我 们 要 去 挤 3 x 2 x 1， 也 就 是 切 









































生 ， 我 们 发 现 3 x 2 x 1 是 3 的 阶乘 ， 所 以 甩 就 可 以 只 用 
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P2=5x4 
尾巴 
Se 
5x4x3x2x1 





3 区 了 及 工 
一. 一 一 一 
尾巴 
5! 
al 














“的 确 ! 这 样 就 切 下 了 尾巴 呢 。” 泰 条 拉 点 了 点 头 。 
“刚才 我 们 用 来 推导 的 是 5 和 2 这 样 具体 的 数 。” 我 继续 讲解 ，“ 如 3 
用 mn 和 这 样 的 变量 来 推导 ,我们 就 能 推导 出 排列 数 PX 的 公式 。 



















































































tu 






















































































PE=nx(n-1)x(n-2)x...x(n—k+1) 
尾巴 
Pe 
_ nxn -1xn— 2)x..x(n— ki+1l)x(n— kx...x2x1 
本 (n—k)x:...x2x1 
— A 


尾巴 





nl 


”人 二 有 | 























“ 式 子 Wy 的 分 母 (n 一 所 ! 就是“ 尾巴" 啊 !” 


“ 咖 ， 就 是 那样 。 























3.2.3 组 合 
“学 长 ， 有 顺序 地 取出 是 排列 ， 无 顺序 地 取出 就 是 组 合 了 吧 ?” 
“ 叫 ， 没 错 。 组 合 数 写 作 C 或 (R) 。” 


















































排列 数 或 A 从 兄 个 元 素 中 有 顺序 地 取出 天 个 元 素 的 情况 数 


PK 
组 合 数 “CE 或 (%) ”从 n 个 元 素 中 无 顺序 地 取出 个 元 素 的 情况 数 










































































39 
咀 oO 
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“我 们 来 举 一 个 例子 ， 从 5 张 卡片 (A], (B), (QO), (D), 区 ] 中 取出 2 张 卡 
片 。 先 看 有 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 排列 数 , 一 共有 了 户 = 二 5 x 4 = 20 种。” 
A) EB) (A) (©) A) BD) A) E) BO 
BjIDj (B)(E) (CID) (0) (E) (D) BE 
B) (A) (CO (A) DA) EA CE 
可 (8B) (a) lB) (Ble) EO ED 
从 5 张 卡片 中 有 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 排列 
“ 嗯 ， 确 实 。” 
“与 之 相对 应 ， 从 5 张 卡片 中 无 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 组 合 数 如 下 所 
示 ， 有 10 种 。” 
(A) (B) (A) (C) (A) DB) (A) (E) BO 
BIDBBDIQODOE DG 
从 5 张 卡片 中 无 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 组 合 
“我 们 用 或 (3) 表示 从 5 张 卡片 中 无 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 组 合 数 。” 
5 5! 
C8= 人 2131 一 
“时 ……. 接着 呢 ? 
接着 来 比较 “排列 ' 与 “组合 '"， 比 如 (A](B] 与 (Bj(A)， 从 “排列 
的 角度 来 看 是 按 不 同 的 情况 计数 ,但 是 从 “组 合 ” 的 角度 来 看 它们 是 一 样 
的 ， 因 此 都 用 (Aj(Bj 来 表示 。” 
恩 ， 我 明白 ， 归 纳 重 复 的 部 分 。 
Bb 么 “排列 " 比 起 “组合 '"， 有 和 多少 种 情况 重复 了 呢 ” 
“ 听 ， 只 重复 了 2 倍 对 吧 …… 
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“ 没 错 。 进 一 步 思 考 后 不 难 发 现 ， 对 应 组 合 的 每 一 种 情况 ， 排 列 比 组 
合 重复 的 情况 数 都 等 于 取出 的 元 素 的 排列 数 。 比 如 说 ， 取 出 2 张 卡 片 的 
话 ， (A] [Bj 与 [Bj[A 是 重复 的 ， 这 是 取出 的 2 张 卡片 的 排列 数 ， 就 是 说 
重复 的 情况 数 为 于 = 2!。” 
“ 哦 哦 …… 下 
“首先 ， 我 们 有 顺序 地 取出 元 素 ， 但 此 时 会 出 现 重复 的 情况 。 因 此 ， 
j “重复 的 情况 数 ' 去 除了‘ 有 顺序 地 取出 的 情况 数 '"， 就 能 得 到 “组 合 的 
情况 数 ” 8 
从 5 张 卡片 中 无 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 情况 数 
_ 从 5 张 卡片 中 有 顺序 地 取出 2 张 卡片 的 情况 数 
有 顺序 地 摆 放 2 张 卡片 的 情况 数 
_B 
= 芒 
_5x4 
2xl 
=10 
先 有 顺序 地 取出 元 素 ……: 重复 的 情况 数 去 除 ， 对 吧 ?” 
没 错 。 如 果 弄 明白 了 这 些 ， 一般 化 就 很 轻松 了 。” 
从 nn 个 元 素 中 无 顺序 地 取出 个 元 素 的 情况 数 
_ 从 mn 个 元 素 中 有 顺序 地 取出 个 元 素 的 情况 数 
有 顺序 地 摆 放 天 个 元 素 的 情况 数 
BP. 
“本 
本 rk 
k! 
nl 
kl(n — k)! 





@ 此 处 及 后 文 的 “去 除 ” 指 的 是 算术 运算 ,，“ 


“9 除 以 a”， 





即 “b 二 a” 或 “b/a” 


1 对 


o 一 一 时 


者 注 











a 去 除 b”( 也 可 以 说 “ 




















a 除 b”) 等 价 于 
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“原来 如 此 。” 

“虽然 这 里 出 现 了 像 zi62#y 这 种 形式 的 分 数 ， 但 
况 数 去 除 的 ， 所 以 结果 一 定 是 整数 。” 
“现在 我 完全 明白 页 总 5 这 个 分 数 形式 的 公式 中 nl、k! 和 (n 一 衣 )! 
的 意义 了 ， 感 觉 升 然 开朗 。” 






























































因为 是 用 重复 的 情 











































































































”从 nn 个 元 素 中 无 顺序 地 取出 个 元 素 的 情况 数 (组 合 数 的 定义 ) 





3.2.4 钙 鱼 与 绿 鲤鱼 
泰 条 拉 收 拾 好 散在 图 书 室 桌 子 上 的 卡片 后 ， 开 始 将 刚才 的 谈话 


成 笔记 。 她 虽然 冒 冒失 失 ， 却 有 认真 记 笔 记 的 习惯 。 泰 条 拉 还 真是 喜欢 








[| 
| 
由 
NH 
| 
HE 







































































































































































































































































记录 呢 …… 啊 ， 对 了 。 
“ 泰 来 拉 。” 
“ 嘎 ?” 泰 洲 拉 抬 起 埋 在 笔记 本 里 的 脑袋 。 
“将 “ 合 鱼 与 绿 鲤鱼 ` 这 6 个 字 排 成 一 列 ， 总 共有 几 种 排 法 ， 你 知道 吗 ?” 
“ 嗯 ， 有 顺序 地 排列 对 吧 ? 所 以 6 的 阶乘 是 …… 啊 ， 不 对 不 对 不 对 ， 
“ 鱼 ' 字 重 复 了 ， 所 以 ， 证 我 想 想 。 总 共有 6 个 字 …… 












































6 个 字 的 排列 数 = 6! 



































但 是 其 中 包含 重复 的 情况 ，2 个 “ 鱼 ' 字 是 一 样 的 ， 因 此 必须 用 2 个 字 的 
排列 数 去 除 它 。 











tb 






































2 个 字 的 排列 数 = 2! 
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所 以 结果 是 这 样 的 。 











个 裤 人 其 尖 
“ 纪 外 与 旨 色 "的 拓 列 计数 = 5 个 守 的 列 
6! 
了 
三 6 上 文 4 庆 3 


= 360 



















































































“ 没 错 ， 就 是 这 样 ， 泰 傈 拉 。 我 们 也 可 以 将 2 个 “ 鱼 " 字 区 分 开 来 思 
考 ， 不 过 道理 都 是 一 样 的 。” 











































































































_ “全 . 鱼 I .与 : 绿 : 鲤 : 鱼 2” 的 排列 数 
“ 鱼 鱼 与 绿 鲤鱼 ”的 排列 方法 数 = 7 
和 鱼 !. 鱼 2” 的 排列 数 
6! 
2 
~=6x5x4x3 
一 360 











鲤 、 鳃 鱼 与 旬 














5 
址 

































































“总 共有 360 种 这 么 多 呢 ! 钙 鱼 与 绿 鲤鱼 、 钙 外 
绿 鱼 、 钙 鱼 三 外 鱼 绿 da 由 


“ 喂 ， 泰 末 拉 ……… 你 是 想 把 360 种 都 说 一 遍 吗 ?” 

































































解答 3-3( 含 有 相同 文字 的 排列 ) 
将 “人 铺 鱼 与 绿 鲤鱼 "这 6 个 字 排 成 一 列 ， 总 共有 360 种 排 法 。 






























































3.2.5 二 项 式 定 理 
我 从 一 县 卡片 中 抽出 一 张 说 : 
“这 是 二 项 式 定 理 ， 是 与 组 合 数 (%) 相关 的 最 著名 的 定理 
























































ly 
〇 


84 第 3 章 171 亿 7986 万 9184 份 孤独 








上 二 项 式 定理 
[| = nN n—krk 
(a+b) -人 (人 b 
1 k=0 
“二 项 式 定理 …… ” 泰 末 拉 好 像 想 起 了 什么 ，“ 














但 是 变量 太 多 让 人 头痛 。” 
























































“ 遇 到 像 二 项 式 定 理 这 样 有 很 多 变量 



































体 化 。” 
“练习 有 具体 化 ……… 这 是 什么 意思 ?” 






































“ 式 子 中 出 现 许多 字母 (也 就 是 变量 )， 说明 这 个 式 子 具 

















的 式 子 时 ， 应 该 着 重 练习 具 




















可 






































般 性 ， 也 可 以 认为 这 是 某 人 “通过 导入 变量 进行 





















































般 化 ”的 结 呈 





有 相当 强 的 




















RE。 遇 到 这 

















































































































种 情况 ,不 妨 试 着 向 式 子 中 代入 具体 数值 ， 这 样 你 就 能 实际 体会 到 “是 
啊 ， 这 确实 成 立 呀 ”的 感觉 。” 
“意思 是 做 与 “通过 导入 变量 进行 一 般 化 ” 相反 的 事 吗 ?” 
I Es 

















“ 没 错 ， 这 也 可 以 说 是 “通过 赋值 进行 特别 


















































{ly a i 
(3) b + 人 (ij b 


A 
二 0 的 情况 二 1 的 情况 

atop tarp 

= lalb0 + 1a°b! 

=a'+b 

二 a+b 








化 ”。 比 如 说 ,我们 
































中 的 n==1 
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“的 确 ，(a 十 5) 一 a 十 bo” 
“ 咽 ， 同 样 地 ， 令 二 项 式 定 理 中 的 n= 二 2 时 ……” 












































CE > 人 Rp 
k=0 


时 (e+ (e+ CC) 
—A 


一 一 一 
k= 二 0 的 情况 二 1 的 情况 二 2 的 情况 


2 la2-°p° ,ob 村 La 202 


一 1a200 + 2a1b! + 1a°b? 





一 ao 十 2ap 十 成 


“ 啊 ， 学 长 ， 这 个 ……?” 
“顺便 写 一 下 n= 3 的 情况 吧 。” 





























(a + 0)3 = (ey 


k=0 
3 医 3 3 过 3 =: 
和 ()r 0050 十 GC) 4p 和 4 2) 202 站 GCG) 3p3 
CC CC 
二 0 的 情况 三 1 的 情况 二 2 的 情况 二 3 的 情况 


= 1a3 0 + 3037 1b! + 3a3 2b? + la3 3 


= 1a3b? + 3a2b! + 3a1b? 十 1a003 





=a 4+3ab+3a0 + 























“学 长 ! 二 项 式 定理 就 是 (a 十 5)? 和 (a 十 5)” 这 类 公式 的 一 般 化 呀 

























































































“ 没 那 回 事 ， 泰 傈 拉 。 我 以 微笑 回应 ,“ 即 使 你 设 能 通过 字母 形式 的 
代数 公式 发 现 也 没关系 ， 只 要 在 代入 具体 的 数值 后 能 理解 ， 这 就 足够 了 。” 
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“好 的 ， 我 明白 了 。” 泰 杀 拉 点 着 头 ， 非 常 乖巧 。 
“我 们 在 初中 就 学 过 (a 十 b)?==a? 十 2ab 十 刀 这 个 完全 平方 公 
对 吧 ? 将 积 的 形式 转化 为 和 的 形式 …… 对 ， 这 就 是 二 项 展开 式 。 我 们 需 
要 记 住 常用 的 二 项 展开 式 ， 但 也 可 以 使 用 二 项 式 定理 去 掌握 这 些 公式 。 
“好 的 1” 
“话说 回来 ， 你 知道 为 什么 二 项 式 定理 的 各 项 会 出 现 (”) 这 样 的 组 合 
数 吗 ? ”我 问 泰 杀 拉 。 
“知道 ， 学 长 之 前 教 过 我 的 。” 泰 杀 拉 说 ,“ 比 如 说 ……: 
OO OO 0 
比如 说 我 们 来 看 (a 十 5)”， 这 是 3 个 因 式 的 相 乘 。 
(a+6° = (a+b) (a+0) (a+b) 
因 式 1 ” 因 式 2 ” 因 式 3 
将 上 面 这 个 式 子 展开 时 ,需要 从 3 个 因 式 中 分 别 选取 a 或 上 进行 乘 
法 运算 。 
(ODO oag=ab 
(人 | b)((a) HF- b) (a + 0)) 一 aab = a?b! 
(@ 四 +blae+O)(@O+ = aba=op 
(@ + (a + O(a + ©)) 一 abb = alb? 
(a 十 @)) (0) + b)( b) > baa = a2b! 
(at+ OrDat)) oS bab=ab 
(+ 2 wa=ab 
(e+ 人 (ae 人 e+) bb = a 





3.2 组 合 87 





























将 通过 以 上 步 又 得 到 的 aaa, aab, aba,…, bbb 等 8 项 相 加 、 合 并 同 
类 项 后 ， 每 项 的 系数 表示 “这 种 同类 项 有 几 个 ”， 所 以 同类 项 的 个 数 就 等 于 
一 种 组 合 的 个 数 。 比 如 说 ，a?b1 的 系数 就 等 于 从 3 个 因 式 中 取出 1 个 5 
组 合 的 个 数 。 因 此 ， 系 数 就 等 于 该 组 合 的 个 数 。 




























































































OQ iO oO 


“系数 等 于 组 合 的 个 数 ， 对 吧 ? ”泰信 拉 说 。 
“是 的 。 注 意 观 察 系数 ， 会 非常 有 趣 哦 。 
我 写 下 二 项 展开 式 ， 在 系数 的 位 置 上 标记 “ 〇 ”。 


(+ 矿 = 加 

(a+0)! = Qa + Qe 

(a+b)? = a? + Cab + Oo 

(a+0)? = a? + a + (Bab? + OE 






























































“是 指 圈 起 来 的 地 方 很 有 趣 吗 ?” 
“ 没 错 ， 泰 呆 拉 你 知道 吗 ?” 
就 在 这 时 。 

我 闻 到 微微 的 柑橘 香 。 
我 马上 转 过 头 一 一 
“帕斯卡 三 角形 踢 ， 你 们 看 起 来 很 愉快 啊 。” 
米尔 嘉 站 在 我 的 身后 ， 露 出 一 张 清爽 的 笑脸 。 

























































































































































































(又 称 杨辉 三 角形 或 贡 宪 三 角形 , 是 二 项 式 系数 的 一 种 写法 , 形似 三 角形 。 布 莱 士 . 由 
斯 卡 (Blaise Pascal， 法 国 数学 家 ) 在 1654 年 发 现 这 一 规律 ， 比 杨辉 (我国 南宋 数 
学 家 ) 迟 393 年 ， 比 贾 宪 (我 国 北 宋 数学 家 ) 迟 600 年 。 我 国 的 规范 用 词 是 “杨辉 三 
多" 。 但 鉴于 本 书 题 材 及 故事 背景 ， 此 处 遵循 原 书 ， 仍 采用 “帕斯卡 三 角形 ”的 译 
法 : 一 一 译 首 注 
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3.3 ”272 的 分 配 


3.3.1 帕斯卡 三 角形 
“你 们 继续 。” 米尔 喜 说 。 

“说 起 由 斯 卡 三 角形 …… 我 好 像 在 哪里 看 到 过 ， 要 是 没 记 错 的 话 ， 
是 把 排 好 的 数 逐 个 相 加 对 吗 。” 泰 人 条 拉 说 。 









































































































































































































































“说 的 没 错 。 将 两 端的 数 设 为 1……” 
我 开始 在 笔记 本 上 画 出 帕斯卡 三 角形 ， 在 这 之 前 ,我 已 经 画 过 很 多 
次 帕斯卡 三 角形 了 ， 我 很 享受 动手 写 数 字 的 感觉 
1 
1 1 
yr 
J 网 | 1 
vv yr 
1 3 3 1 
vv yyv yr 
1 4 6 4 1 
vv vv vv vy 
1 5 10 10 5 1 
vv vv vv yyvv yrv 
1 6 15 20 15 6 了 
1 
1 7 21 35 35 21 和 下 
六 
1 8 28 56 70 56 28 8 证 
帕斯卡 三 角形 
























































泰 条 拉 在 旁边 看 着 我 写 写 画 画 ， 米 尔 医 则 从 我 的 身后 探 出 头 来 观看 。 
































\ 惟 悦 


甜 甜 的 味道 混 着 柠檬 的 香气 ， 我 已 无 法 用 语言 形容 我 的 心情 了 。 
“怎么 了 ? 快 继续 讲解 。” 米 尔 嘉 催促 着 。 
“ 嘿 …… 咽 。 展 开 (a 十 58)" 后 得 到 的 系数 排 在 帕斯卡 三 


NOD 
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的 第 n 
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” 泰 杀 拉 有 点 惊讶 ,“ 族 …… 不 可 思议 。 我 们 需要 不 断 将 

下 二 的 两 个 数 相 加 ， 才 能 得 到 帕斯卡 三 角形 对 吧 。 这 样 看 来 ， 我 
们 通 4 来 的 帕斯卡 三 角形 ， 况 然 与 通过 乘法 算出 来 的 组 合 的 个 
数 完 4 可 思议 。” 

思议 ”的 话 ……: ”我 说 。 

虽 考 还 是 有 点 麻烦 。 米尔 嘉 说 着 轻 轻 推 了 推 眼镜 ,“ 虽 
说 由 般 指 左右 对 称 的 等 腰 三 角形 ， 但 此 时 写成 表格 的 形式 
更 合适 。 





请 
[Se 
CD 
CA 
[ep] 
| 
Oo 








Oo DOP OO 


ope a Wt eq a a rp | 
POG 人 OPSOEPP 
Me Na Nt Nt Mt a a An 
gp ei ee a se es 
DELPDADOD PA 
5 
madagGau 

Mt Hoi See ost 


ri 
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k 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 
0. 1 
| 和 1 1 
2| 1 2 1 
3. 1 3 3 ll 
n 4|1 4 6 4 1 
5| 1 5 10 10 5 1 
6 | 1 6 15 20 15 6 1 
ye 7 21 35 35 21 溃 1 
8| 1 8 28 56 70 56 28 8 1 


表示 组 合 数 (”) (实际 数值 ) 的 表格 


























“观察 上 述 表格 我 们 可 以 发 现 ， 帕 斯 卡 三 角 
得 到 。” 米尔 嘉 说 。 


NN 





能 通过 以 下 的 加 法 运算 
































“也 就 是 说 ， 对 于 满足 0 < <n 的 任何 整数 n 和 月， 下 面 的 递 推 公 
式 都 成 立 。” 米 尔 嘉 说 。 
















































































“ 啊 …… 这 个 递 推 公式 的 变量 与 纠缠 在 一 起 好 难 理解 啊 ， 它 们 
有 什么 含义 呢 ?" 泰 采 拉 问 。 
米尔 嘉 一 言 不 发 地 将 手指 指向 我 ， 示 意 我 来 解释 。 









































“ 嗯 ， 这 个 递 ] 











住 公式 








从 n 个 元 至 





选 





二 从 mn 一 1 个 元 素 


可 以 这 样 ‘解读’ 。” 


我 


防 








取 丰 个 元 素 的 组 合 数 














选取 大 











-从 n 


1 从 元 


LA 





















































副 不 解 的 表情 。 
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“ 试 


4 和 天 


2 

















(C), [D) 4 张 卡 



































不 选择 [A] . 的 情 } 
,选择 [的 

















情况 


取 2 张 卡 


Yo a 我 说 。 








公式 来 1 





代入 递 


片 的 组 合 数 ， 将 它 分 




















选择 [A] 的 情况 


























“ 没 错 。 先 
选取 1 张 卡 
片 的 组 合 数 。 























有 











看 选择 














的 组 





2 村 讽 ， 


取 2 张 卡片 
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-™ 











这 时 我 们 
， 也 就 是 求 出 从 


























总 虹 : 


取 上 个 元 素 的 组 合 


ea。 我 1 ee 


需求 出 


n 一 1 张 卡片 
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1 个 元 素 的 组 合 数 


数 


EF 是 可 以 分 情况 讨论 的 ， 泰 条 拉 。” 


B); 
情况 与 





为 选择 [A] 的 





是 这 样 的 吗 ?” 


从 [A] 以 外 的 3 张 
1 选取 天 

















由 





本 























FE 为 其 中 的 





























1 张 ， 所 以 我 们 只 要 选 且 
接着 是 不 选择 [A] 的 情况 ， 
! 选 取 2 张 卡 
片 的 组 合 数 。” 


“说 得 对 
外 的 3 加 
选取 天 引 





























“这 次 是 

















从 除 A] 以 外 的 3 张 卡片 


EE 


~ 的 1 张 记 


























"的 组 合 





已 经 选择 了 (A 
可 以 了 ， 是 吧 ?” 
这 时 我 们 只 需 
数 ， 也 就 是 求 出 从 nn 一 1 张 卡片 

















要 求 出 从 (Aj 以 


























页 下 

















1 选取 2 张 卡 





片 ， 征 吧 ? 





























4[ 因 [ 因 
吨 Wo 


选取 2 引 


[e] 由 我 点 六 
长 卡 








崩 赴 ， 











片 的 组 合 才 


“将 这 
。 这 就 是 组 合 数 的 递 推 








况 合 起 





] | 














就 能 求 

















出 从 4 张 卡片 中 




















和 起 的 /已 、\ Ya” 〇 
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人 从 m 张 卡片 中 选取 大 张 卡片 的 组 合 数 
= (人 | 从 除 因 以 外 的 m 一 1 张 卡片 中 选取 一 1 张 卡 片 的 组 合 数 
" 从 除 因 以 外 的 m 一 1 张 卡片 中 选取 大 张 卡片 的 组 合 数 
:只 要 分 情况 讨论 ， 递 推 公式 的 意义 就 一 目 了 然 了 呀 1” 
3.3.2 位 模式 
米尔 嘉 站 起 身 走 到 图 书 室 的 窗 前 ， 窗 外 是 一 排 法 国 梧桐 。 当 她 转 
回 户 我 们 的 一 瞬间 ， 乌 黑 的 长 发 在 空中 册 舞 。 
“我 们 来 思考 位 模式 吧 。” 
©O iO @ 
我 们 来 思考 位 模式 吧 。 
能 用 n 比特 来 表示 的 数 ， 也 就 是 2 进 制 中 风 位 的 数 有 2" 个 。 比 如 说 

















当 n = 二 5 时 ,5 比特 能 表示 从 00000 到 11111 的 数 ， 总 共 在 















































25 





32 个 。 














一 [= 一 = 一 © 


po 
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0 00000 
0 00001 
0 2+» 00010 
Us 
0 2» 00100 
0 110 
0 2» 00110 
be 一 和 
0 + » 01000 
0 
0 01010 
| a G111 
0 + >» 01100 
Us 
0 2» 01110 
l= A 
0 < » 10000 
0 ii 
0 - » 10010 
Ds i 
0 10100 
0 一 | < 10101 
0 2» 10110 
I a» JOL1] 
0 1 1 00 
0 一 一 | < 1t001 
0 < » 11010 
人 
0 - » 11100 
0 1 
0 11110 
1 Vi | 








树 形 图 与 位 模式 











那么 ， 我 们 试 着 将 位 模式 按 1 的 个 























一 个 1 也 没有 ， 也 前 





9 
及 














[ 理 


o 





i 是 1 的 个 数 为 0。 





















































比如 说 ，00000 这 个 位 模式 
如 果 位 模式 是 00101 就 有 2 个 1， 如 5 
的 个 数 最 多 为 5 个 ， 其 位 模式 是 11111 























全 
ea 





























二 


F 所 述 ， 我 们 可 以 将 其 归纳 成 














是 10110 就 有 3 个 1。 当 然 ，1 
盏 这 样 的 直方 图 。 
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11000 11100 
10100 11010 
10010 10110 
10001 01110 
01100 11001 
10000 01010 10101 11110 
01000 01001 01101 11101 
00100 00110 10011 11011 
00010 00101 01011 10111 
00000 00001 00011 00111 01111 11111 
1 的 个 数 0 1 2 3 4 5 
位 模式 的 个 数 | 1 5 10 10 5 1 


将 位 模式 按 1 的 个 数 来 分 类 








O Oi oO 














“米尔 嘉 学 姐 ,” 泰 末 拉 问 ,“ 在 “位 模式 的 个 数 ” 那 一 栏 ， 写 着 1, 5， 
10, 10, 5, 1， 这 是 组 合 数 吗 ?” 

“对 。” 米 尔 露 回答 ,，““n 位 中 有 位 为 1” 这样 的 位 模式 , 与 “从 nn 个 
元 素 中 选取 K 个 元 素 组 合 " 相对 应 。 这 就 相当 于 “选取 个 元 素 使 之 等 于 
1”， 因 此 位 模式 与 组 合 相 对 应 是 理所当然 的 。” 

“确实 是 。 我 说 。 








































































































3.3.3 ”指数 爆炸 

“只 要 有 5 比特 ， 就 可 以 表示 32 个 数 了 呀 。” 泰 朱 拉 说 。 

“ 才 5 比特 就 让 你 惊讶 ， 泰 采 拉 你 怕 是 不 知道 指数 爆炸 的 厉害 。 
“指数 爆炸 指 的 是 ?” 
“只 要 有 1 比特 ， 就 能 给 2 个 人 编号 ， 也 就 是 0 号 和 1 号。” 
“ 嗯 ?” 泰 末 拉 一 头 雾 水 ， 不 知道 米尔 嘉 想 说 什么 。 


“如 果 有 2 比特 ， 就 能 给 4 个 人 编号 ，00 号 、01 号 、10 号 、11 号 。” 
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“只 要 有 mn 比特 ， 就 能 给 2" 个 人 编号 , 会 有 从 000…0 到 411.…1 的 
时 解 了 吧 ， 泰 呆 拉 ?， n 比特 nn 比特 

， 我 都 理解 了 。 只 要 有 mn 比特， 就 能 给 2" 个 人 编号 。” 

题 。 米尔 嘉 说 ,“ 如 果 我 们 要 给 全 世界 所 有 的 人 编号 ， 
至 少 需要 多 少 比特 ?假设 全 世界 有 100 亿 人 口 。 


族 ! 要 给 100 亿 人 编号 吗 ?” 





















































论 
邮 
册 
长 
过 
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“因为 至 少 需 要 100 亿 个 编号 ， 所 以 …… 吧 ， 怎 么 说 也 要 1 万 比 





特 吧 ?” 

“用 不 着 那么 多 。” 米尔 嘉 不 假 思索 地 回答 。 

“ 族 ? 比 1 工 万 还 少 ? 那么 ，3000 比特 怎么 样 ?” 

“还 是 太 多 了 。” 

“我 明白 了 ， 那 300 比特 是 不 是 差不多 了 呢 ?” 

“正确 答案 是 34 比特 。” 

“ 译 ! 只 要 34 比特 吗 ?” 泰 休 拉 用 双手 比划 着 约 34 cm 的 长 度 ， 不 

知 在 做 什么 手势 。 
“33 比特 是 不 够 的 ,” 米 尔 嘉 说 , “我 们 至 少 需 要 34 比特 ， 


































































































Ls 

































































此 
9 
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233 一 85 亿 8993 万 4592 
234 二 171 亿 7986 万 9184 


所 以 一 一 ” 
2933 100 亿 去 334 


99 





es 我 还 以 为 至 少 需要 300 比特 呢 。 
“宇宙 的 体积 大 概 是 2 二 " cm”*。 如 果 有 280 比特 ,我 们 就 可 以 将 整 
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个 宇宙 分 成 2280 个 1 cms 大 小 的 立 














是 有 280 比特 一 一 ” 























米尔 台 说 到 这 里 ， 将 脸 竣 到 泰 条 拉面 前 






































不 ， 这 已 经 不 是 将 脸 竣 过 去 的 程度 了 。 








方 体 ， 并 可 以 给 每 个 立方 体 编号 。 








问 



































人 是 息 子 对 着 息 子 ， 嘴 层 对 着 嘴 层 ， 几 乎 就 要 页 到 了 。 






















































































































































































le 

米尔 嘉 的 双手 牢 牢 地 按 住 泰 杀 拉 的 肩膀 。 

“要 是 有 280 比特 ， 便 能 在 全 3 1 以 这 样 的 精确 度 确定 位 置 。” 
啊 、 啊 、 啊 ………: 

无 处 可 逃 的 泰 休 拉 ， 害 闭 得 面红耳赤 ， 目 光 闪 烁 不 定 。 

















3.4 
























































如 果 在 











窜 运 算 的 孤独 















































在 脑海 




















描绘 着 树 





器 





NN 





























34 段 “分 权 ”， 就 能 分 成 171 亿 7986 万 9184 个 树枝 。 经 过 





34 次 分 权 ， 就 可 以 区 分 1 





性 界 

















人 To 





仅仅 34 次 分 权 就 
去 经 过 无 数 贫 路 行走 到 现在 的 我 们 ， 是 多 少 种 可 能 性 








3.4.2 家 
“我 回来 了 。 





能 得 到 

















| 171 亿 7986 万 9184 币 
































结果 ， 那么 ， 从 过 



























































刚 到 家 ， 妈 妈 就 到 门口 悄悄 对 我 说 :“ 尤 里 来 了 。” 





的 一 个 啊 。 



































主 地 放 小 了 
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我 束 
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个 人 孤零零 地 华 


























* 也 无 力 地 垂 ] 





手 插 在 外 对 




















4 口袋 里 。 

























































































你 怎么 了 ? ” 








“那个 ， 





要 器 出 来 的 样 


Er EE 





人 























本 可 


0 



































闭 上 眼睛， 双手 掩 面 。 
























































说 的 是 和 尤 里 同班 的 初 三 男生 。 





























人 经 常 互相 出 数学 谜 题 
那 孩 了 要 转 校 了 。 


















































， 是 可 以 在 放学 后 相 谈 到 很 晚 的 伙 人 
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在 椅子 上 。 








TS 








〇 


















































人 能 一 起 讨论 喜欢 的 书 ， 一 起 学 习 ， 会 吵架 ， 也 会 立刻 和 好 。 
那 孩 子 一 一 要 去 远方 了 。 
b 孩 子 ， 已 经 无 法 再 参与 尤 里 的 每 了 。 
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仅仅 1 比特 的 不 同 ， 就 能 让 两 人 的 路 越 走 越 远 。 唉 ， 我 们 的 每 一 天 
都 被 分 权 填 满 ， 我 们 必须 在 这 充满 无 数 分 贫 的 森林 里 披 荆 斩 环 。 



















































































i 里 依然 低 着 头 ， 双 手 掩 面 。 
4 后 颈 微 向 额 拌 。 
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ww 
km 






































我 说 不 二 任何 安奈 的 话 o 
1 


且 我 理解 这 份 心 酸 。 














~ 


Ah 





靠近 280 比特 分 割 出 的 空间 一 一 
轻 轻 地 ， 把 手 放 在 万 里 的 头 上 。 









































构成 地 球 的 原子 总 数 2170 个 
构成 银河 系 的 原子 总 数 2223 个 
全 宇宙 的 体积 2280 cm3 


一 一 《应 用 密码 学 : 协议 、 算 法 与 C 源 程序 ( 原 书 第 2 版 ) 涪 























《应 用 密码 学 : 协议 、 算 法 与 C 源 程序 ( 原 书 第 2 版 ))( Applied Cryptography: 
Protocols, Algorithms amd Source Code in C,，[ 美 | 布鲁斯 : 施 奈 尔 著 ， 吴 世上 忠 、 
祝 世 雄 、 张 文政 等 译 ， 机 械 工业 出 版 社 2014 年 1 月 )。 译 者 注 









































第 4 章 


可 能 性 中 的 不 确定 性 





“要 是 有 一 两 个 人 ， 不 ， 哪 怕 只 有 一 个 人 ， 
从 那 稻 船上 逃 出 来 ， 逃 到 我 这 儿 来 就 好 了 ! 

要 是 有 一 个 伴 儿 了 ， 有 一 个 同类 ， 
可 以 跟 我 讲 讲话 ， 可 以 互相 交谈 就 好 了 1 ” 


一 一 《 重 滨 进 漂流 记 》 


4.1 可 能 性 中 的 确定 性 


除法 的 意义 

“哥哥 , “除法 ” 到 底 是 什么 呢 ?” 

“这 真是 个 充满 了 哲学 性 的 问题 啊 ……” 

今天 是 周 六 ,这 里 是 我 的 房间 。 初 三 的 尤 里 和 往 第 一 样 来 我 这 玩 ， 
找 感 兴趣 的 书 读 。 我 一 边 翻 着 单词 卡片 ,一边 漫 不 经 心地 回 管 尤 里 时 不 
时 抛 过 来 的 问题 。 
自从 上 次 见 到 万 里 的 眼泪 i 不 知 为 何 ， 她 已 经 一 
扫 阴 狂 , 像 往常 一 样 活泼 开朗 只 是 ,我 不 清楚 她 的 内 心 是 否 真 的 
如 此 。 
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之 前 咱们 不 是 做 过 掷 仍 子 比 赛 的 题 吗 ? 就 是 哥哥 型 错 的 那个 。 
是 做 过 呢 。” 尤 里 还 真是 抓 着 那个 错误 不 放 。 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































100 第 4 章 可 能 性 中 的 不 确定 性 
爱丽 丝 和 鲍 勃 各 掷 一 次 朋 子 ， 掷 出 点 数 更 大 的 一 方 胜出 。 
那么 爱丽 丝 获胜 的 概率 是 多 少 呢 ? 

“哥哥 当时 写 了 这 样 的 式 子 吧 ?” 

妥 丽 丝 次 胜 的 板 率 = 苦于 = … = 二 

“ 咽 ， 是 的 。” 

“结果 出 现 分 数 了 ， 分 数 就 是 除法 吧 ?” 

“是 的 ，' 贸 ' 也 就 是 “分 子 + 分母 '。 因此， 可 以 说 爱丽 丝 获胜 的 
概率 等 于 总 ， 也 可 以 说 等 于 5 二 12 一 0.4166 .. 

“为 什么 要 用 除法 求 概率 呢 ?” 

“ 虽 ? 你 是 不 懂 为 什么 要 用 “所 有 的 情况 数 ” 去 除 ' 获 胜 的 情况 数 ' 吗 ?” 

“ 咽 …… 那里 应 该 是 明白 了 …… 但 是 ， 啊 …… 说 不 清楚 啊 ， 我 也 很 
头疼 ， 快 帮 帮 我 呀 。” 

“虽然 我 也 不 清楚 你 哪里 不 明白 ， 但 我 会 想 办 法 的 。 总 之 先 整 理 一 下 
再 说 吧 。” 

我 展开 笔记 本 ， 尤 里 把 椅子 挪 到 我 身边 坐 下 。 

“ 咕 ， 万 里， 你 涂 口红 了 ? ”我 看 了 看 她 。 

“ 咽 ? 哨 ， 这 是 唇膏 哦 。” 尤 里 调皮 地 一 笑 ， 用 手指 轻 轻 地 点 了 一 下 
嘴唇。 

“ 哦 ， 是 吗 …… 首先 ， 爱 丽 丝 先 拓 般 子 。 结 果 从 口中 四 多 四 四 这 
6 种 里 产生 。 接 着 鲍 勃 搓 般 子 ， 结果 同样 是 白 ， 并 加 本 四 四 这 6 种 的 

“ 没 问题 

“现在 我 们 来 考虑 所 有 情况 。 爱 丽 丝 的 点 数 有 6 种 情况 。 对 应 每 一 种 
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情况 ， 鲍 勃 的 点 数 也 有 6 种 。 看 ， 这 就 是 经 常见 到 的 一 一 ” 
“出 现 了 “对 应 每 一 种 情况 ”! 这 时 该 用 乘法 。” 

“对 对 。 尤 里 你 记得 不 错 嘛 。 所 有 的 情况 数 为 6 种 x 6 种 =36 种 ， 
这 36 种 情况 都 以 相同 的 可 能 性 发 生 。 在 这 36 种 情况 中 ， 爱 丽 丝 获胜 的 
情况 有 15 种 ， 因 此 爱丽 丝 获 胜 的 概率 为 莫 ， 约 分 后 为 总。 那么 ， 你 是 
在 哪里 卡 住 的 呢 ?” 

“哥哥 你 这 样 讲解 的 话 ， 我 大 概 理解 了 哈 。 但 对 于 为 什么 要 用 除法 ， 
我 还 是 不 明白 呀 。” 

“ 咽 …… h 么 ， 我 再 试 试 别 的 讲法 吧 。” 
我 一 边 猜想 反复 念 电 “我 不 明白 ”的 尤 里 是 怎样 思考 的 ,一边 组 织 语 
言 。 讲 解 时 ， 即 便 听 者 说 了 很 多 次 “我 不 明白 ”， 讲 解 者 也 不 应 该 生气 ， 
生气 并 不 能 帮助 听 者 加 快 理解 。 与 其 生气 ， 不 如 去 推测 听 者 的 所 思 所 想 ， 
妆 的 思维 改变 自己 的 表达 方式 。 
“ 尤 里 ， 除 法 是 在 “把 全 体 设 为 1” 的 时 候 使 用 的 哦 。” 
“把 全 体 设 为 1?” 
“ 叫 。 "把 全 体 设 为 1 时 ， 我 们 关注 的 量 占 多 少 呢 ? ”回答 这 个 问题 的 
时 候 就 要 用 除法 ， 答 案 称 作 “比例 或 “ 比 ”。” 

“我 不 明 吴 你 在 说 什么 ee 人 
“比如 说 ， 我 有 一 根 20 cm 长 的 百 奇 巧 克 力 棒 。 
“哥哥 ， 百 奇 只 有 13 cm 长 哦 。 
“ 呵 ， 是 吗 ? ……… 那么 , 假设 我 有 一 根 13 cm 长 的 百 奇 巧 克 力 棒 ， 
已 经 吃 掉 了 其 中 的 6.5 cm。 请 问 我 吃 掉 的 长 度 占 全 体 的 比例 是 多 
少 呢 ?” 
“很 简单 呀 ， 吃 掉 了 一 半 。” 

“ 没 错 。 ' 全 体 的 长 度 " 为 13 cm,“ 吃 掉 的 长 度 " 为 6.5 cm， 是 全 体 
的 一 半 ， 也 就 是 3。” 
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102 第 4 章 





吃 掉 的 长 度 的 比例 = 


“哥哥 ， 这 不 是 小 学 i 


“ 设 全 体 的 长 度 为 1 





变 成 了 








性 中 的 不 确定 性 














把 “ 

















‘关注 A 

















“这 样 我 是 明 











回答 这 个 问题 就 需要 用 























吃 掉 的 长 度 (6.5cm) 6.5 _1 
全 体 的 长 度 (13 cm) 13 2 











麻 。 


时 ， 吃 掩 的 长 度 就 相当 于 六 。 所 以 刚才 的 问题 就 





人 体 的 量 " 设 为 1 时 ， 
占 多 大 的 比例 呢 ? 





1 分 数 ， 也 就 是 除法 运算 。 























是 ， 概 率 也 不 是 长 度 呀 !” 





























限于 长 度 的 比例 ， 


总 之 ， 概 率 要 


























R。 概率 看 























， 但 是 它 和 长 度 的 比例 很 相似 。 而 且 也 不 
还 可 以 是 面积 的 比例 、 体 积 的 比例 ……， 什 么 都 可 以 。 





























把 “ 
































‘关注 














这 样 的 问题 ， 尤 上 
“ 听 ， 我 丰 
对 吧 ? 这 让 我 想 至 

























































































尤 里 在 我 桌子 上 
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E 的 事情 ” 设 为 1 时 ， 
生 的 比例 有 多 大 呢 ? 
































哥哥 ， 刚才 你 说 概率 与 面积 的 比例 很 相似 
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司 鲍 劲 胜 ” 鲍 勃 胜 ” 鲍 对 胜 鲍 艺 胜 鲍 勃 胜 
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“我 们 用 一 个 字 来 表示 各 种 情况 。 爱 丽 丝 获胜 时 用 “ 爱 ， 鲍 勃 获 胜 















































































































































时 “ 鲍 ， 7 局 时 7 如 此 一 来 ， 我 们 就 能 画 出 下 日 这 样 一 个 
正方 乡 。 









































爱 | 爱 | 爱 | 平 | 鲍 | 鲍 
S23 3 5 死 I 饱 
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“原来 如 此 。” 我 看 着 尤 里 画 出 的 方 格 点 点 头 。 

“将 这 个 正方 形 的 面积 设 为 1 时 ,“ 爱 "所 占 的 面积 是 多 少 呢 ? 这 就 
是 爱丽 丝 获胜 的 概率 了 。?” 
“ 没 错 ， 就 是 那样 ! 尤 里 你 真 聪明 呀 
多 夺 夺 我 。 










































































































































































































































































“ 真 小 气 ， 奔 我 的 比例 真 少 。 尤 里 所 起 嘴 ,“ 但 是 呀 ， 哥 可 ， 这 
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104 第 4 章 可 能 性 中 的 不 确定 性 
其 说 是 求 面 积 ， 不 如 说 是 计数 啊 。 因 为 ， 方 格 一 共有 36 个 ， 其 
的 方 格 有 15 个 。 

“ 没 错 ， 因 为 36 种 情况 每 一 种 发 生 的 可 能 性 都 相同 呀 。 

尤 里 一 直 采 着 正方 形 ， 在 思考 着 什么 。 

突然 ， 她 栗色 的 头发 内 出 金色 的 光泽 。 

“ 啊 ， 哥哥! 这 样 的 话 ， 不 掷 两 次 般 子 ， 而 是 用 36 格 的 轮 盘 是 不 是 
也 可 以 呢 。” 

“36 格 的 轮 盘 ?” 

尤 里 画 了 一 个 像 轮 盘 一 样 的 东西 。 





























“ 啊 ， 确 
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胜 的 位 
的 呀 。 




















也 有 15 个 ， 




















和 掷 货 子 比 赛 

















相同 的 36 格 轮 盘 比赛 














。36 格 的 轮 盘 中 ， 





YIZ 








爱丽 丝 获胜 的 位 














有 15 个 ， 鲍 勃 获 
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js 
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“如 果 1 个 获胜 的 
导 没 错 ， 概 率 关 
丽 丝 获胜 的 话 
丝 获胜 的 概率 就 会 变 成 1， 这 是 必然 会 发 生 的 情况 。 
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有 6 个 ， 和 掷 















































色 对 不 可 能 发 生 的 情况 。 

















次 骨 子 的 结果 是 一 样 











国名 





， 获 胜 的 概率 就 是 0 了 


L。 


段 设 36 个 位 
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“ 虽 ， 任 何事 情 的 概率 ， 都 一 定 在 “绝对 不 可 能 发 生 " 与 “必然 会 发 
生 ' 之 间 。 也 就 是 说 








[HH 




















0 科 概 率 和 1 


这 样 一 个 不 等 式 总 是 成 立 。 概 率 不 会 变 成 负数 ， 也 不 可 能 超过 1， 它 总 
是 大 于 等 于 0%、 小 于 等 于 100%。” 

““120% 正确 ” 是 不 可 能 的 吧 

“突然 笑 什么 呢 你 ?” 

“前 几 天 老师 说 “这 是 120% 正确 的 ! ”当时 人 家 就 反驳 说 “老师 ， 这 
在 数学 上 是 不 合理 的 ， 结 果 还 苍老 师 生 气 了 。 

“你 不 要 欺负 老师 川 。 老 师 是 因为 想 强调 “一 定 是 正确 的 才 …… ” 

“好 好 。” 尤 里 一 边 笑 一 边 说 ,“ 最 有 趣 的 是 , 那天 放学 后 ， 那 家 
人 = 

尤 里 的 话 夏 然而 止 。 
我 想 去 看 尤 里 的 脸 
她 “ 唱 ” 地 背 过 身 去 ， 伸 手 在 书架 上 找 书 。 






































啊 哈 哈 !1” 


































































































































































































































































































































































































[29 里 ? 39 

[79 里 ? 9 

i 如 哥 ， 这 本 书 借 我 吧 。” 

尤 里 抽出 一 本 口袋 书 ， 迅 速 走 向 了 客厅 。 
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4.2 可 能 性 中 的 不 确定 性 


4.2.1 相同 的 可 能 性 

“以 上 就 是 我 们 讨论 的 话题 。 我 说 。 
“概率 确实 很 难 吗 …… ” 泰 打 拉 一 边 吃 便当 ,一边 口齿 不 清 地 回答 。 
这 里 是 学 校 的 楼 项 ， 现 在 正 值 午 体 时间， 虽然 暖 和 ， 天 却 阴 着 。 
“ 难 吗 ? ”我 吃 着 刚 从 小 卖 部 买 的 面包 。 

“ 咽 …… “将 全 体 设 为 1' 这 一 点 能 明白 , 但 是 不 明白 学 长 你 刚才 提 
到 的 “相同 的 可 能 性 ”"， 我 还 没有 理解 这 句 话 的 意思 。” 





















































































































































































































































































































































这 个 词 让 人 觉得 意思 含糊 。 用 英语 来 表达 是 


probability， 也 就 是 “有 和 多么 probable (容易 发 生 ) 的 程度 '。 这 个 表达 






























































1 

泰 杀 拉 的 英语 发 音 婉转 动听 。 
“可 能 性 唉 …… 确实 是 个 难以 理解 的 名 词 。” 

“ 咕 。 我 尤其 弄 不 明白 这 个 名 词 的 意思 。 为 什么 可 以 断言 角子 的 各 个 
点 数 就 是 按 “相同 的 可 能 性 ” 出现 的 呢 ?” 

“因为 出 现 的 概率 都 是 寺 呀 。” 我 说 。 

“ 嗯 ， 如 果 角 子 的 各 个 点 数 都 按 相 同 的 可 能 性 出 现 ， 那 么 每 一 个 点 
数 出 现 的 概率 者 是。 但 是 …… 追根 济源 ,为 什么 “ 骨 子 的 各 个 点 数 
是 按 相同 的 可 能 性 出 现 的 这 个 前 提 就 是 正确 的 呢 ?” 她 放下 筷子 注视 
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“ 嗯 ， 因 为 人 般 子 质地 分 布 均匀 ， 且 各 个 面 的 
止 ， 我 知道 她 的 疑问 了 。 
“学 长 ， 由 骨 子 的 各 个 面 形 状 相同 ， 进 而 推出 般 子 的 各 个 点 数 出 现 的 
可 能 性 相同 一 一 这 已 经 不 是 数学 了 。” 





状 相同 ”我 欲 言 又 
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4.2 可 能 








性 中 的 不 而 





























“说 的 是 啊 ， 是 物理 学 ? 啊 不 是 ， 记 
















































































4.2.2 真正 的 武器 





完 面 包 后 ， 我 将 包 奢 袋 揣 进 

















吃 完 国 











拉 的 疑问 是 这 样 的 : 


























请问 工 学 的 话题 










































































































































































































































































仍 子 的 各 个 点 数 是 按 “相同 的 可 能 性 ” 
这 是 什么 意思 ? 

我 无 法 准确 回答 她 这 个 朴实 的 问题 。 

竺 此 之 前 ， 我 从 来 没有 对 “相同 的 可 能 性 
论 是 在 小 学 、 初 中 ， 还 是 高 中 。 因 为 我 觉得 上 
率 的 计算 就 一 定 不 会 出 错 。 

但 是 ， 泰 末 拉 不 是 这 样 的 。 

她 会 一 直 抱 有 疑问 ， 直 到 真正 感觉 到 “我 明 

我 察觉 到 了 一 件 事情 。 

























































































现在 才 发 觉 ， 
是 独特 的 思维 






































Eb 





这 样 的 自我 认 知 。 












































白 了 ”。 


的 武器 是 “坚韧 的 妆 力 ”。 
了 认为 她 的 武器 是 “独特 的 思维 

















实际 上 泰和 打 拉 真正 的 武器 不 是 坚 










































































一 年 级 的 时 候 泰 条 拉 有 很 




















多 东西 还 不 明白 





， 像 质数 、 绝 对 值 、 


















































下 
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' 这 一 表达 抱 有 过 疑问 ， 
(要 能 算 对 排列 或 组 合 ， 和 


始 思 考 泰 条 拉 说 的 话 。 泰 条 


让 





ea 


声 的 妆 力 ， 也 不 
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中 的 不 确 和 


























在 和 我 的 对 话 
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:哪里 ! 





























现 
我 这 样 说 着 ， 泰 打 拉 将 双手 f 





泰 条 拉 知 道 
在 ， 她 那 “ 没 明 
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， 知 道 了 











加 深 了 一 个 






































连连 摆手 
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数学 公式 的 重要 

















我 只 是 太 述 钝 了 ， 















































尼 。 真 正 的 数学 家 所 
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本 题 都 不 是 


得 比较 慢 
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这 是 非常 重 
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被 学 长 这 人 么 夸奖 ， 


我 受到 了 莫大 的 鼓 
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己 就 好 。 
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次 听 了 学 长 的 话 B 
也 想 学 得 更 深 、 


br = 














? 














的 动 








励 。 
即便 是 这 








99 


全 挟 
二 区 
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怎么 说 好 1 
迟钝 的 我 ， 也 不 
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术 喝 和 床 。 辽 十 具 ， 
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心计 








E 家 学 习 的 时 候 ， 











兰 姐 的 话 ， 我 的 心情 就 会 变 得 和 
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戈 经 证 常会 因为 解 不 


人 ? 7? 








省 、\ 





来 我 不 是 








独自 一 人 啊 

















得 手 人 小 中 








出 数学 问题 而 着 急 
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给 予 我 力量 


对 问题 时 
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然后 误 
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i 能 放松 下 来 ， 


泰 条 拉 


7? 





这 时 候 我 就 
以 新 的 
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名 话 














那 句 话 ， 这 检 








即便 





时 间 一 











我 会 将 注意 力 








! 在 眼前 











我 是 一 个 人 ， 


可 我 并 不 孤独 。 














St 在 


分 一 秒 地 过 
的 问题 上 。 


























1 对 数学 公 


大 家 都 是 一 相 
学 长 的 话 


式 的 时 候 ， 





去 ， 我 也 不 会 懂 
的 ， 
内 心 





语 ， 在 我 的 
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己 的 问题 。 全 志 














“我 , 不 是 独自 一 人 。 每 个 人 都 在 独自 面 对 “ 
的 “小 数学 家 ” 们 都 在 忙于 各 















































各 自 的 问题 。 所 以 、 所 以 我 并 不 孤独 。 即 便 画 
对 的 问题 不 同 ， 我 也 绝对 、 绝 对 不 孤儿 





























更 
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YE 
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即便 一 个 人 也 好 ， 我 也 会 认 











即便 一 个 人 也 好 ， 我 也 会 认真 战斗 。 
披 荆 斩 束 ,我 们 才能 迎 来 互相 理解 
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我 发 现 了 这 样 一 个 新 世界 。” 


































































































泰 洲 拉 的 脸 染 上 红晕 。 

“学 长 ， 所 以 我 、 我 一 直 …… 那个 …… 虽然 我 也 说 不 清楚 ， 我 
对 学 长” 

正当 这 时 ,一 滴 坪 点 落下 来 了 。 





























“ 泰 条 拉 ! 糟 了 , 下 雨 了 !” 
“啊呀 ， 我 的 便当 !” 


我 们 为 了 躲避 突然 下 起 的 雨 ， 懂 懂 张 张 地 跑 进 室内 。 下 楼 时 ， 泰 末 
拉 说 了 一 句 话 。 









































“学 长 ， 以 来 谢谢 你 。 




















4.3 可 能 性 的 实验 


4.3.1 解释 程序 


下 入 




















F 的 课程 结束 ， 到 了 放学 时 间 ， 我 一 如 既往 地 走向 
窗外 的 法 国 梧桐 已 经 抽出 新 叶 ， 


0 














图 书 室 。 


9 指 广 阅 的 天 空 。 午 休 时 的 又 十 
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后 ， 天 和 至 万 是 
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性 中 的 不 确定 性 












































泰 末 拉 与 理 纱 并 排 坐 着 。 红 发 的 理 纱 面 无 表情 地 面 对 着 红色 的 笔记 
本 电脑 ， 而 泰 洒 拉 在 一 旁 看 屏幕 看 得 入 迷 ， 显 得 兴奋 不 已 。 

“ 啊 ， 学 长 学 长 学 长 学 长 学 长 !” 

“说 了 5 次 学 长 ， 是 个 质 ” 我 还 没 把 “质数 ”两 个 字 都 说 出 口 ， 
就 被 跑 过 来 的 泰 休 拉 搜 着 手腕 带 到 电脑 前 一 一 我 被 一 如 既往 的 甘甜 味道 
包围 了 。 
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! 看 !” 泰 打 拉 指 着 理 纱 的 屏幕 ，“ 好 、 好 厉害 的 ! 理 纱 让 之 前 说 
的 伪 代 码 实 际 运行 了 ! ” 
“实际 运行 …… 这 是 怎么 一 回 事 ? ”我 问 道 。 
异 幕 上 显示 的 是 LINEAR-SEARCH 的 程序 ， 其 中 有 一 段 闪 烁 不 
停 ， 我 不 太 明 白 。 
“ 啊 ， 看 不 明白 吗 ? 这 个 标志 表示 的 是 现在 计算 机 先生 正在 运行 哪 
3 

泰 灯 拉 一 边 说 着 ,一 边 去 指 显 示 在 屏幕 上 的 标志 。 这 时 ， 理 纱 以 迅 
雷 不 及 掩 耳 之 势 抓 住 了 泰 打 拉 靠 近 屏 幕 的 手 。 

“不 行 。” 理 纱 说 。 


“ 训 ? 啊 ， 不 能 用 手 磁 屏幕 是 吧 。 对 不 起 ， 我 会 注意 的 。 泰 淋 拉 坦 

























































































































































































































































































































































































“我 明白 了 。” 我 看 着 标志 说 ,“ 这 个 标志 会 显示 在 伪 代 码 正 在 运行 的 
行 上 对 吧 ? 它 会 配合 电脑 的 运作 而 移动 。 
“就 是 这 样 ! 再 看 这 里 ! 这 里 有 一 个 变量 表 对 吧 ? 通过 这 个 变量 表 ， 


我 们 就 能 知道 现在 & 的 值 是 多 少 。” 泰 条 拉 一 边 注意 着 不 让 寺 
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WT 我 明白 了 。 每 当 程 序 经 过 上 村 上 十 1 这 一 行 ， 变量 
值 就 会 增加 1。 现 在 天 的 值 正 从 379 变 为 380。 程序 的 运行 状态 一 目 了 
然 ， 非 常 有 趣 。 
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“但 是 ……: 译 ? 计算 机 的 运行 速度 会 这 么 慢 吗 ?” 























“ 才 不 是 呢 ! 这 是 故意 放 慢 的 。 小 理 纱 快 给 学 长 看 一 下 旋 
“不 准 加 “小 '。” 理 纱 一 边 说 着 一 边 开始 操作 电脑 。 
紧 接 着 ,标志 的 移动 速度 变 快 了 ， 快 得 几乎 看 不 到 。 与 此 














I 速 的 效果 。” 






















































































同时 ,的 
















































































于 也 开始 飞快 地 变化 。 明 明 刚 刚 还 是 380， 现在 已 经 是 22 000、23 000、 
24000.……: 数字 变换 之 快 让 人 眼花 练 乱 ， 因 为 变化 太 快 ， 我 甚至 读 不 出 
百 位 以 下 的 数字 。 











“这 是 LINEAR-SEARCH 的 程序 对 吧 ? 你 让 mn 下 








的 值 等 于 多 少 了 ?” 
“ 曙 … 我 记得 调用 LINEAR-SEARCH 的 时 候 , n 的 









































































































































































































































直 设 在 100 
万 左右 。” 
“100 万 ?1” 我 吃 了 一 惊 。 
“104 万 8576,” 理 纱 轻 咳 了 咳 ，“2 的 20 次 方 。” 
“要 从 那么 多 的 数 里 面 查找 吗 ?” 我 问 。 
“ 理 纱 将 数列 4 的 元 素 都 设 为 1， 让 计算 机 先生 在 其 中 查找 0。” 泰 条 
拉 说 ,“ 因 为 v 的 值 为 0， 所 以 程序 结束 时 会 输 



































“无 法 找到 *。 虽 说 明知 
道 无 法 找到 还 让 它 查找 有 些 不 厚道 ， 但 因为 是 实验 也 就 没有 办 法 啦 。” 


我 观察 着 闪烁 的 屏幕 。“ 话 说 回来 ， 我 还 不 是 很 明白 
尺码 “ 动 起 来 的?” 





























































































































理 纱 是 怎么 让 伪 
























































“我 也 不 是 很 明白 。 不 过 ， 理 纱 把 用 伪 代 码 写 成 的 算法 输入 到 计算 机 
， 计 算 机 就 开始 一 行 一 行 地 解释 代码 ， 然 后 就 开始 运行 了 。 理 纱 
故 了 一 个 能 把 伪 代 码 当 作 代 码 来 运行 的 程序 ! …… 对 吧 ?” 


泰 条 拉 把 问号 抛 同 理 纱 ， 理 纱 无 声 地 点 头 。 
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“也 就 是 能 运行 程序 的 程序 吗 ?” 我 说 。 
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“解释 程序 由。” 理 纱 说 。 
里 纱 一 一 她 有 着 干净 利落 的 红 发 、 安 静 的 面容 、 微 微 沙哑 的 声音 。 
她 能 无 声 地 快速 打字 ， 而 且 …… 还 有 难以 置信 的 程序 设计 能 力 。 

“对 了 ， 学 长 ， 我 还 有 一 个 发 现 ， 是 关于 理 纱 的 键盘 的 ， 你 注意 到 











































































































































































































发 现 ? 我 往 理 纱 的 手边 看 去 。 

啊 ! 键盘 上 没有 字 。 

时 纱 的 键盘 上 排列 着 红色 的 按键 ,可 是 按键 上 没有 印 着 任何 东西 ， 

无 论 是 字母 还 是 数字 ， 什 么 都 没有 。 
“好 厉害 啊 …… 按键 上 竟然 没有 字 。 我 说 。 

“因为 不 需要 看 。 理 纱 说 。 




































































































































































4.3.2 掷 般 子 比赛 
“这 样 一 来 ， 尤 里 的 掷 仍 子 比 赛 也 能 实现 了 吧 ! ” 
里 纱 听 了 泰 打 拉 的 话 ， 立 刻 开 始 敲 起 代码 来 。 

































































procedure DICE-GAME( 
a + RANDOM(1, 6) 
be RANDOM(1, 6) 
if a > b then 
return “爱丽 丝 获 胜 ” 
else-if a < b then 
return “ 鲍 勃 获胜 ” 




















end-if 
return “平局 ” 
end-procedure 


掷 货 子 比 赛 

















@ 解释 程序 (interpreter )， 又 称 解 释 器 ， 是 一 种 语言 处 理 程序 ， 在 词法 、 语 法 和 语义 分 
析 方 面 与 编译 程序 ( compiler ) 的 工作 原理 基本 相同 ， 但 在 运行 用 户 程序 时 ， 它 直接 六 
行 源 程序 或 源 程序 的 内 部 形式 (中 间 代码 )， 无 须 事先 编译 为 机 器 语言 代码 。 一 一 译 者 注 
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“这 个 RANDOMI(1, 6) 指 的 是 什么 ? ”我 问 道 。 
“代替 般 子 。 理 纱 用 微微 沙哑 的 声音 回答 。 
Tandom'……: 也 就 是 “随机 ”的 意思 吧 。” 泰 打 拉 说 。 
“原来 如 此 。RANDOM(1, 6) 它 是 一 个 函数 ， 与 折 骨 子 相同 , 会 从 
大 于 等 于 1 小 于 等 于 6 的 整数 里 随机 选取 一 个 作为 返回 值 。” 我 这 么 说 ， 
里 纱 听 后 微微 点 头 。 

理 纱 操作 电脑 ， 运 行 了 几 次 DICE-GAME 程序 。 
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DICE-GAME () [J 
过 “爱丽 丝 获 胜 ” 


DICE-GAME () (4) 
全 “爱丽 丝 获胜 ” 








DICE-GAME () [J 
伪 “ 鲍 勃 获胜 ” 











DICE-GAME () [J 


“EEE” 
平局 





一 





DICE-GAME () 
全 “ 鲍 拖 获胜 " 


























“真有 趣 。 泰 洲 拉 说 ,“ 将 爱丽 丝 搓 出 的 点 数 赋值 给 变量 c， 将 鲍 勃 掷 
出 的 点 数 赋值 给 变量 5b， 接着 比较 a 和 的 大 小 就 能 分 出 胜 负 。 将 思考 的 


情 以 程序 的 形式 表示 。 只 要 用 语言 写 出 来 就 能 运行 ， 这 真 令 人 开心 。 





















































































































































山中 














4.3.3 轮 盘 比赛 
“等 一 下 。” 我 忽然 想到 ， 尤 里 曾 提 到 的 36 格 的 轮 盘 不 也 能 通过 程序 
来 实现 吗 ? 
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' 啊 ， 你 是 想 


U-L-E-T-T-E。o” 









































里 纱 听 完 我 的 说 明 后 只 说 了 一 个 单词 “Spell”。 






































问 “ 轮 盘 ” 的 拼写 是 吧 ?” 泰 打 拉 替 我 回答 ,“ 是 R-O- 


























真 没 想到 泰 休 拉 能 这 么 快 就 回答 出 这 个 英文 


4 
Ei 
0 















































procedure 


ret 
else-if 

ret 
end-if 


return 




















“这 回 只 调用 











理 纱 一 言 不 发 ， 马 上 开始 写 程序 。 





ROULETTE-GAME() 


r+- RANDOM(1, 36) 
if 7 < 15 then 


缀 站 


urn “爱丽 丝 获 胜 
r < 30 then 
urn “ 鲍 动 获胜 ” 











sz 局” 


广 / 可 








end-procedure 


轮 盘 比赛 (等 同 于 掷 2 次 货 子 的 比赛 ) 


了 一 次 RANDOM 啊 。” 泰 打 拉 说 。 

















“范围 也 不 一 样 。” 我 说 ,“ 调 用 一 次 RANDOM(1,36) 相当 于 转 一 











次 刻 有 1 到 36 的 轮 盘 ， 将 它 的 结果 赋值 给 变量 >， 得 到 的 
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是 大 村 可 
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1 小 于 等 于 36 的 整数 。 变 量 7 的 值 小 于 等 于 15 时 爱丽 丝 获 胜 ; 大 于 15 








小 于 等 于 30 时 鲍 劲 获胜 ; 除 此 之 外 就 是 平局 …… 原来 如 此 !1” 





















































这 样 我 们 就 有 了 DICE-GAME 和 ROULETTE-GAME 两 个 程 























序 。 虽 然 这 两 个 


0 -了 


























eA 











不 同 ， 但 两 个 程序 中 爱丽 丝 获胜 的 概率 都 是 








程序 的 内 














喜 ， 鲍 勃 获胜 的 概率 都 是 喜 ， 平 局 的 概率 都 是 3。 


























理 纱 你 写 程序 的 速度 真 快 啊 ……” 泰 条 拉 说 。 





























“话说 回来 ， 











“ 快 到 让 人 吃惊 。” 我 也 表示 同意 。 














“ 呀 1” 理 纱 











叫 出 声 。 
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不 知 什 么 时 候 ， 黑 发 才女 悄然 出 现在 理 纱 身后 ， 一 边 注 视 着 屏幕 ， 
一 边 搅动 理 纱 的 红 发 。 

“模拟 ?” 

“ 快 停 下 ， 米 尔 嘉 学 姐 。 

米尔 嘉 好 像 很 热衷 于 玩弄 理 纱 的 头发 。 




























































































4.4 可 能 性 的 倒塌 


4.4.1 概率 的 定义 

玩 了 好 一 会 儿 理 纱 的 程序 后 ,我 、 泰 条 拉 和 米尔 嘉 一 如 既往 地 进入 
数学 讲习 环节 ， 理 纱 在 旁边 继续 无 声 地 编程 ， 也 不 知道 她 有 没有 在 听 我 
们 的 谈话 …… 
奈 末 拉 疝 米尔 嘉 请 教 我 们 午休 时 遇 到 的 疑问 。 
“我 怎么 也 理解 不 了 “相同 的 可 能 性 '。” 

“ 咽 …… ”米尔 嘉 闭 上 眼睛 开始 思考 。 



























































































































































































































































雨 后 清凉 的 空气 从 图 书 室 的 窗外 涌 进 ， 还 能 隐约 听 到 从 远 处 操场 传 
来 的 运动 社团 的 口号 声 。 




























































































她 戴 着 金属 框 眼镜 ， 黑 发 随 风 轻 近 。 五 官 端正 ， 身 材 修长 ， 现 爽 英 
Re 但 是 ， 米 尔 巴 的 购 力 远 不 止 于 外 表 ， 她 有 广博 的 学 识 、 深 从 的 思 
想 、 天 马 行 空 的 想象 力 ， 还 有 大 胆 的 判断 力 她 能 自由 自在 地 运用 这 

































































ANSN 


些 能 力 ， 展 开 思 维 的 翅膀 。 


表妹 万 里、 学 妹 泰 末 拉 (顺便 















































还 有 我 妈妈 ) 都 非常 喜欢 这 样 的 
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“ 先 定义 概率 吧 。 米尔 嘉 睁 开眼 睛 说 道 。 
“好 的 。 泰 洒 拉 回 答 。 

会 怎样 定义 概率 ? ”米尔 嘉 问 泰 打 拉 。 
“ 误 ? 我 吗 ? 我 来 定义 吗 ?1” 

“对 。 如 果 不 能 理解 ， 就 自己 下 定义 试 试 。 

“ 呢 ， 这 样 啊 …… 概率 指 的 是 …… 我 、 我 先 想 一 想 。” 泰 条 拉 顿 了 顿 ， 
然后 接着 说 ,“ 概 率 指 的 是 ， 用 “所 有 的 情况 数 ” 去 除 “关注 的 情况 数 ” 后 
得 到 的 值 。” 

“ 咽 。 那 你 来 反驳 。” 米尔 嘉 指 向 















































“如 果 是 小 9 
























































































































































我 。 
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“这 个 …… 我 觉得 的 定义 没什么 问题 ， 只 是 需要 加 上 所 有 的 
情况 都 以 “相同 的 可 能 性 " 发 生 这 一 条 件 。 用 “所 有 的 情况 数 ” 去 除 ' 关 
注 的 情况 数 ” 得 到 的 值 ， 也 就 是 “情况 数 的 比值 ' ， 要 使 它 能 够 成 为 概率 ， 
必须 要 满足 所 有 的 情况 都 以 “相同 的 可 能 性 " 发 生 这 个 条 件 。” 

“ 啊 说 得 对 啊 ， 这 个 条 件 是 必须 的 。 泰 淋 拉 点 着 头 。 
“但 是 泰 洒 拉 。 我 不 失 时 机 地 指出 ,“ 你 不 是 说 你 不 理解 “相同 的 本 
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能 性 ”的 意思 吗 ? 
“ 嗯 ， 我 确实 还 没 弄 明白 “相同 的 可 能 性 ” 的 意思 ……: ” 
























































“既然 如 些 ， 你 可 以 在 概率 的 定义 中 使 用 这 个 条 件 吗 ?” 
“ 唉 ! 说 的 也 是 啊 。 但 是 …… 这 么 一 来 ， 在 定义 概率 的 时 候 不 就 不 


能 使 用 “相同 的 可 能 性 ” 这 句 话 了 吗 !? 虽然 现在 说 有 点 迟 …… 可 这 真 的 
能 办 到 吗 ? ” 泰 洒 拉 说 着 望 向 我 们 。 












































































































































站 
“这 真 的 能 办 到 吗 ? ”我 说 着 望 向 米尔 亮 。 
“能 。" 米尔 嘉 不 假 思 索 地 回答 ,“ 对 泰 淋 拉 的 问题 ， 也 就 是 “定义 概 
率 时 能 否 不 使 用 “相同 的 可 能 性 ” 这 个 条 件 "， 答 案 是 “能 。 在 数学 上 定 
义 概 率 时 可 以 不 使 用 “相同 的 可 能 性 ”这 句 话 。 
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“BA 我 们 要 用 什么 来 定义 概率 呢 ?” 和 泰和 打 拉 间 。 




































































“公理 。” 米尔 嘉 回答 ，“ 我 们 首先 要 有 用 来 定义 概率 的 公理 ， 也 就 是 










































































“概率 公理 " ， 然 后 只 有 那些 满足 "概率 公理 ”的 东西 ， 才 能 称 为 概率 。 在 













































































确定 的 概率 称 为 公理 概率 吧 。” 


















































[9 i 会 9 


话 ! 
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率 呀 。 那 在 数学 上 是 错 了 吗 ?” 泰 条 拉 说 。 

没有 错 。 在 “相同 的 可 能 性 
”为 概率 ， 这 是 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 
的 概率 ， 也 就 是 所 谓 的 古典 概率 。 虽 然 有 些 i 
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数学 上 我 们 就 是 这 样 定 义 概 紊 的。 为 方便 起 见 ， 我 们 把 通 六 
i 我 们 在 学 校 里 学 到 的 是 用 “情况 数 的 比 信 


的 集大成 之 作 《分 析 概率 论 》@ 中 


这 个 先决 条 件 下 定义 “情况 数 的 比 
©® 
N 古典 概率 无 法 解决 的 ， 
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晶 是 古典 概率 与 公理 概率 并 不 矛盾 ， 上 古典 概率 只 不 过 是 公 
情况 。” 





















































































































































“虽然 没 错 ， 但 是 现代 数学 提 到 的 “概率 的 定义 " ， 指 日 





















































“那么 ， 我 们 只 要 学 习 了 “概率 公理 ”"， 就 能 明白 骨 子 和 


见 的 理由 了 吧 !” 泰 条 拉 的 眼睛 闪 着 光 。 





























































































































道 般 子 的 点 数 是 不 是 按 “相同 的 可 能 性 ” 出现 的 。 
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话 




















Q@ 皮 埃 尔 - 西 蒙 * 拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon Marquis de Laplace，1749 一 1827 )， 法 国 























“并 不 是 那样 的 ”米尔 嘉 说 ,“ 无 论 怎么 学 习 “概率 公 玫 














这 样 看 来 ， 我 所 知道 的 概率 典 概率 是 没 错 的 对 吧 ? ” 泰 条 拉 


6 都 是 “概率 公 


的 点 数 按 “相同 
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” ， 也 不 能 知 



































分 析 学 家 、 统 计 学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 。 拉 普 拉 斯 是 应 用 数学 的 先驱 ， 他 是 天 














体力 学 的 主要 芮 基 人 、 天 体 演 化 学 的 创立 者 之 一 、 分 析 概 率 论 的 他 


上 始 人 。 





译 者 注 





@) Théorie Analytique des Probabilités, Pierre-Simon Marqduis de Laplace, Paris: 





Coureier, 1812. 一 一 译 者 注 
































“我 们 来 整理 


果 想 知道 般 子 


“发 生 频 率 的 比值 ”， 











可 能 性 中 的 不 确定 性 






































4.4.2 概率 的 意义 


下 概率 的 意义 1 














我 们 来 整理 


义 。 为 了 
统计 概率 

















方便 
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公理 概率 是 





下 概率 的 
色 见 ， 我 们 把 这 三 利 


理 77 
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上 各 个 点 数 出 现 的 概率 ， 只 能 通过 实际 撕 骨 子 来 调 


这 也 被 称 作 统计 概率 。” 











沂 





' 黑 发 才女 重新 说 道 。 























意义 吧 。 概 率 作为 一 个 单 i 
这 三 种 概率 分 别称 为 公理 
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E 的 概率 。 以 公理 


























质 ， 只 在 
才 是 概率 














满足 概率 公理 ， 
的 定义 。 
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能 称 为 概率 。 在 现代 数学 中 ， 












































典 概率 是 


“人 情况 数 的 比值 ” 






























































E 的 概率 。 事 先 规定 


所 有 事件 都 按 
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统 计 相 于 率 是 


际 发 生 次 
上 难以 



































数 ， 把 这 个 作 
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寺 ， 我 们 


4.4.3 

















可 以 使 
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数学 的 应 用 





“概率 的 定义 在 











好 多 种 

















“在 现代 数 委 














“发 生 频率 的 比值 
率 。 考 察 在 全 体 事件 
， 也 就 是 考察 “发 生 频率 的 比值 "， 















































注 的 情 ; 
我 们 在 高 中 以 让 
， 也 容易 理解 ， 但 是 


数 " 得 到 一 个 
和 学 习 的 




































































关注 的 事件 的 实 

















关注 的 











件 实际 上 发 
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发 生 的 原因 ， 比 如 求 菜 人 
统计 概率 。 
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过 去 预测 未 来 。 当 在 理 
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遭遇 交通 事故 的 概率 


























公理 概率 。 刚 才 提 到 的 





4.4 可 能 
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统计 概 强 


是 从 不 同和 有 
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概率 会 使 


咎 按 “ 相 同 区 
可 以 吗 ?” 


对 概率 的 。” 
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上 定 前 提 条 件 























下 汗 说 。 
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， 就 没 办 法 讨论 人 有 


E 何 问题 了 。” 
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子 质 地 不 均匀 ， 实 际 上 就 不 外 


说 是 “相同 的 
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“相同 的 可 能 | 
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“ 般 子 的 各 个 点 数 实际 
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。 换 言 之， 并 不 是 数学 
拉 伊 了 和 
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”米尔 嘉 慢 ' 
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攻 地 说 ，“ 如 晤 





内 子 质 




















出 现 。 但 是 ， 





此 时 间 














回答 。 











二 生生 


回答 的 问题 是 ， 
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， 而 是 数学 的 应 用 
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错 了 。” 
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按 “相同 的 可 能 怕 














珊 时 ， 人 
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当 角 子 的 各 个 点 
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灼 按 


H 现 一 一 这 个 问题 


“相同 的 可 
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想 知 道 的 是 实际 结果 怎 

























































































答 从 条 件 
上 次 我 人 


32” 


I 可 上 了 
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“ 咖 ， 是 这 样 的， 但 是 ……” 
“现在 和 当时 一 样 。 数 学 研究 的 是 在 前 提 条 件 明 确 的 情况 下 可 以 推导 
出 什么 。 这 才 是 数学 ， 我 们 不 能 自作 主张 地 超越 它 的 范围 。 
























































































































































“ 试 着 从 三 种 概率 的 角度 来 解答 一 下 泰 洒 拉 的 疑问 吧 。 米尔 需 说 。 

















4.4.4 解答 疑问 
试 着 从 三 种 概率 的 角度 来 解答 一 下 泰 条 拉 的 疑问 吧 。 





















































锅子 的 各 个 点 数 是 按 “ 相 同 的 可 能 性 ”出 现 的 。 


这 是 什么 意思 : 


















































从 公理 概率 的 角度 来 看 , “相同 的 可 能 性 ”表示 各 个 点 数 被 给 予 的 概 
率 相同 。 也 就 是 说 ,使 用 由 公理 定义 的 “概率 ”这 一 概念 来 定义 “相同 的 
可 能 性 ”。 当 以 各 个 点 数 都 家 给 予 了 相同 概率 的 货 子 为 研究 对 象 时 ， 就 可 
闵 说 仙 子 的 各 个 点 数 会 按 “相同 的 可 能 性 ”出 现 。 这 相当 于 将 质地 均匀 的 
仍 子 模型 化 了 。 
从 古典 概率 的 角度 来 看 ， 般 子 质 地 均匀 ， 各 个 点 数 按 “相同 的 可 能 
性 ”出 现 是 进行 讨论 的 前 提 。 而 古典 概率 是 不 会 回答 什么 情况 下 各 个 点 
数 按 “ 相 同 的 可 能 性 ”出 现 这 一 问题 的 。 上 古典 概率 研究 的 是 在 所 有 情况 
都 按 “相同 的 可 能 性 ”出 现时 ,将 “情况 数 的 比值 ” 作为 概率 。 也 就 是 
说 ， 当 各 个 点 数 按 “相同 的 可 能 性 ”出 现时 ， 各 个 点 数 也 就 按 相 等 的 概率 
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从 统计 概率 的 角度 来 看 ， 如 果 反 复 掷 仍 子 后 各 个 点 数 出 现 的 频率 几 
乎 相等 ， 就 可 以 说 角子 的 各 个 点 数 按 “相同 的 可 能 性 " 出 现 。 当 然 ， 究 竞 
应 该 掷 多 少 次 、 怎 么 处 理 频率 的 误差 ， 这 些 问题 还 需要 继续 讨论 。 




















而 

























































































4.5 可 能 性 的 公理 定义 121 











4.5 可 能 性 的 公理 定义 


4.5.1 柯 尔 莫 哥 洛 夫 



































“那么 ， 公 理 概率 究竟 是 什么 呢 ? ” 泰 洒 拉 问 。 
见 定 名 为 “概率 公理 ”区 


“首先 起 有 
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AT 
各 
庙 





然后 将 满足 该 命题 的 东西 称 为 
概率 这 就 是 公理 概率 ， 也 称 作 概 率 的 公理 定义 或 公理 主义 的 概率 。” 
“ 啊 ， 说 起 来 以 前 好 像 做 过 类 似 的 定义 1 7 

“ 没 错 ， 我 们 曾经 用 群 的 公理 定义 过 群 。 类 似 的 例子 还 有 : 用 环 的 公 
里 定义 环 ; 用 域 的 公理 定义 域 ; 用 皮 亚 诺 公理 定义 自然 数 ; 





















































































































































































































































J 式 系 统 

和 公理 来 定义 概率 。” 

米尔 嘉 站 起 身 来 ， 一 边 讲解 一 边 用 食指 比划 着 圈 圈 。 
二 












































公理 定义 形式 体系 。 和 它们 一 样 ， 我 们 用 概 



































































































































“概率 公理 的 定义 是 由 安 德 列 . 尼 古 拉 耶 维 奇 柯 尔 莫 哥 洛 夫 2 在 
1933 年 提出 的 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 是 苏联 数学 家 。” 

“1933 年 ? 是 20 世纪 之 后 啊 …… ”我 说 。 

“ 柯 尔 莫 哥 洛 夫 是 伟大 的 数学 家 ， 同 时 一 一 ” 

米尔 嘉 顿 了 顿 ， 注 视 着 我 的 脸 说 ; 

“也 是 一 位 伟大 的 教师 。” 

































































4.5.2 样本 空间 与 概率 分 布 函数 
“来 谈 谈 公理 概率 吧 。" 米尔 喜 说 ,“ 作 为 前 期 准备 ， 我 们 先 来 思考 什 
么 是 样本 空间 和 概率 分 布 函 数 。 样 本 空间 是 基本 事件 的 集合 ， 概 率 分 布 




























































































Q@ 安 德 列 . 尼 古 拉 耶 维 奇 * 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (1903 一 1987 )，20 世 纪 苏 联 杰 出 的 数学 家 、 
著名 的 数学 教育 家 ， 他 的 研究 几乎 遍及 数论 之 外 的 一 切 数学 领域 ， 在 概率 论 、 拓 扑 
学 、 直 觉 主义 逻辑 、 满 流 理 论 、 经 典 力学 、 算 法 信息 论 、 计 算 复 杂 性 等 领域 做 出 开 

创 性 的 贡献 。 一 一 译 者 注 
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函数 是 样本 空间 的 子 集 到 实数 集 的 函数 出 。 而 且 ， 它 们 全 都 满足 概率 公 










































































“ 稍 、 稍 等 一 下 。 泰 洒 拉 伸 出 双手 ， 像 是 要 扶 住 米尔 嘉 似 的 ,“ 我 头 







































































a 那 我 们 就 从 例子 开始 讲 起 吧 。 当 掷 一 次 仍 子 时 ”米尔 喜 
的 “授课 ”开始 了 。 






























































OO 9 oO 
如 下 所 示 ， 我 们 来 思考 掷 一 次 仍 子 时 的 集合 2 吧 集合 的 名 字 是 








什么 都 没关系 ， 泰 洲 拉 。 





2 3 4 5 6 
0= {0 BG 四 } 


























这 个 数学 公式 表示 集合 8 由 训 , 白 , 入; 四; 四 ; 四 这 6 个 元 素 构成 。 在 
这 里 我 们 把 集合 2 看 成 包含 了 掷 一 次 仙 子 时 出 现 的 点 数 的 所 有 可 能 性 。 
我 们 将 2 称 为 搓 一 次 仙 子 时 的 样本 空间 。 
样本 空间 8 网 罗 了 所 有 能 发 生 的 可 能 性 ,不 属于 8 的 点 数 不 会 H 
现 。 比 如 不 会 出 现 “0 点 "或 “7 点 "， 也 就 是 说 ， 样 本 空间 不 会 有 遗漏。 

另外 ， 样 本 空间 9 的 各 个 元 素 所 代表 的 事件 不 会 同时 发 生 。 比 如 说 ， 
白 和 加 不 会 同时 出 现 ， 也 就 是 说 ， 样 本 空间 不 会 重复 。 
人 这 


样本 空间 。 
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过 
和 
下 

















接着 我 们 来 思考 函数 Pr。Pr 是 样本 空间 9 的 子 集 到 实数 集 的 函数 ， 
例如 ， 我 们 定义 这 样 一 个 对 应 关系 。 






































人 近代 数学 把 函数 定义 为 两 个 非 空 集合 A4 和 B 之 间 的 某 种 确定 的 对 应 关系 ， 使 得 对 于 
A 中 的 每 一 个 元 素 ，B 中 总 有 了 唯一 的 元 素 与 之 对 应 。 一 一 译 者 注 
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s |{o} {的 】 {的 } { 白 } { 久 】 { 血 } 


1 1 1 
Pr(s) | 6 6 6 6 6 6 






































该 表 的 意思 是 ， 当 我 们 将 { 般 子 的 点 数 } 这 个 集合 作为 函数 Pr 的 输 
入 时 ，Pr 会 返回 寺 这 个 值 。 在 这 里 我 们 认为 这 个 函数 Pr 规定 了 掷 一 次 
仍 子 时 出 现 的 点 数 的 概率 。 
我 们 将 函数 Pr 称 为 掷 一 次 蜗 子 的 概率 分 布 函数 ， 将 实数 Pr({z}) 
称 为 出 现 点 数 z 的 概率 。 
也 可 以 不 用 表格 而 采用 以 下 形式 来 表示 。 














































































































Pr({})= 寺 Pr({@})= 


Pr({ 折 = 证 
Pr({ 自 ) = 。 


Pr({@})=# Pr({@})= 




















概率 分 布 函数 Pr 被 定义 为 对 于 { 哲 }~ { 四 } 中 的 任何 一 个 元 素 ， 其 


> 


王 何 一 个 元 素 的 概率 都 














返回 的 值 都 大 于 等 于 0。 也 就 是 说 ,样本 空间 
不 会 为 负 值 或 者 未 定义 。 
虽然 这 里 所 有 的 概率 都 相等 ， 但 其 实 不 相等 也 没关系 。 只 是 概率 分 
布 函数 Pr 的 所 有 概率 之 和 必须 等 于 1。 我 们 等 会 儿 再 详细 说 明 概率 分 布 
函数 必须 满足 的 条 件 。 

































































































































































ANS 















































肠 ({ 有 + 有 (+ 产 ({@))+PrGGh)+P( 人 + 人)=1 

















那么 ， 你 能 和 样本 空间 如 、 概 率 分 布 函数 Pr 成 为 朋友 吗 ， 泰 条 拉 ? 





OQ GO oO 


“ 泰 条 拉 ? ”米尔 嘉 说 。 
“有 se 啊 啊 ! 我 大 概 明 白 了 。 样 本 空间 8 是 将 可 能 发 生 的 事 ' 


为 元 素 的 集合 ， 概 率 分 布 函数 Pr 是 为 了 得 到 概率 的 函数 ， 对 吗 ?” 


























| 加 
由 
本 
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各 
Dt 








“ 没 错 。” 
“通过 集合 8 和 函数 Pr 来 表示 概率 ， 对 吧 ? ”我 说 。 
“我 们 通过 做 题 来 检查 是 否 理解 了 吧 。 这 个 式 子 表示 什么 意思 ?” 














































































































Pr({@}) 
“ 呢 …… 表示 “ 掷 仍 子 时 出 现 四" 吧 ?” 
错 了 。” 
“ 府 ? 39 















































“回答 不 够 准确 。Pr({ 白 }) 是 “ 掷 仍 子 时 出 现 提 的 概率 '。” 


数学 公式 “*----，* 意义 









































我 一 边 听 着 米尔 嘉 与 泰 杂 拉 的 交谈 ， 一 边 思考 “对话 " 这 一 交流 形 
式 。 对 话 非 常 有 助 于 理解 。 认 真 的 提问 与 认真 的 回答 一 在 学 校 的 授课 

也 能 实现 这 种 对 话 吗 ?一 位 教师 要 面 对 许 多 学 生 ， 而 且 学 生 们 的 理解 
程度 各 有 不 同 。 在 这 种 情况 下 ， 真 的 能 进行 直达 理解 深 处 的 细致 对 话 吗 ? 
:， 教 师 不 就 是 为 了 完成 这 样 的 对 话 而 存在 的 吗 ? 我 这 样 想 着 。 
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“抱歉 ! 我 现在 搞 不 清 概率 和 概率 分 布 函数 的 区 别 了 ! ” 泰 条 拉 抱 着 
头 说 。 
“Pr({ 白 }) 表示 掷 出 四 的 概率 ， 在 刚才 的 例子 中 它 等 于 实数 去 
“ 嗯 ， 确 实 是 这 样 。” 泰 条 拉 说 。 
“与 之 相对 应 ，Pr 是 概率 分 布 函数 ， 它 表示 的 是 “发 生 的 事件 ' 到 


































































































“概率 ”的 对 应 关系 








“我 明白 了 实数 与 


1 “分布 的 意思 。 
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函数 的 区 别 ， 但 …… 























(2 Es 
“将 概率 分 布 





“就 是 将 1 distribute 呀 ， 
“distribute 啊 !” 泰 
1 分 解 并 划分 为 一 个 又 一 个 的 习 





姿势 由。 


“ 没 错 。 米尔 需 说 ， 


N[A 三 > 下 Nj Eo 
小 表 


我 们 反 过 来 想 ， 也 就 是 说 ,概率 分 布 通 











概率 分 布 通 数 确定 了 概率 的 分 

















泰 打 拉 。” 


全 性 萨 






































“刚才 我 提 到 所 有 概率 的 和 为 1。 现 在 











数 Pr 将 概率 





1 分 布 在 相 小 下 




















的 ] 


Mlall 
‘Wr 

















事件 发 生 的 概率 低 ; 





由 概率 分 布 函 数 确 定 


F 对 吗 1” 泰 条 


“概率 分 布 的 英文 就 











。 什 么 样 的 引 



































， 哪 
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“公平 的 骨 子 就 是 平 








4.5.3 概率 公理 


接 痢 来 谈 谈 由 柯 尔 莫 



































立 的 概率 公 
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x 
和 富生 











是 probability distribution。 


F 发 生 的 概率 高 ， 什 么 相 
这 种 整 








自 日 本 民间 故事 《开花 老 和 爷爷》 这 是 一 个 讲述 善 
长 大 后 帮助 老爷 爷 控 出 财宝 # 


使 枯木 开花 的 故事 。 在 











到 枯木 上 ,使 枯木 开花 。 此 处 泰 人 条 拉 就 是 在 








民 的 老 他 全 收养 ] 





























吉 尾 老 的 灰 撤 
E 模 仿 老爷 爷 撒 灰 的 姿势 。 一 一 
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概率 公理 





设 9 为 集合 ， 








A, 昌 为 2 的 子 集 。 














设 Pr 为 人 的 3 





集 到 实数 集 的 








函数 。 











令 函 数 Pr 满足 以 下 公 弄 








公理 Pl 0<Pr(A)< 
公理 P2 Pr(0)=1 





此 时 ， 








* 集合 2 称 为 样本 空间 
* 0 的 子 集 称 为 事件 


























E Pl1, P2, P3。 


1 


。 函 数 Pr 称 为 概率 分 布 函数 
。 实 数 Pr(4) 称 为 4 发 生 的 概率 





























公理 P3 如 果 ANB={}, 则 Pr(AUB)=Pr(A)+ Pr(B) 


但 这 看 起 来 不 像 概率 啊 。 泰 









































:学 定义 公理 概率 。 如 











9 使 
> 















































“ 啊 ， 原 来 概率 是 这 样 被 定义 的 啊 …… 
条 拉 说 。 
“不 像 概率 像 什么 呢 ? ”米尔 嘉 睐 起 眼睛 问 泰 沙拉 。 
集合 …… 吧 .” 
“就 是 这 样 。 我 们 用 集合 与 逻辑 
义 概率 就 会 变 成 循环 论证 ， 所 以 当然 不 能 使 
“ 原 、 原 来 如 此 ……… 确实 该 这 样 呢 。” 























4.5.4 ” 子 集 与 事件 
采 拉 复述 着 概率 公 到 

























































































泰 Eo 
“那个 …… 概率 公理 中 提 到 了 “9 的 了 
么 呢 ?” 





集 称 为 事件 " 对 


概率 来 定义 概率 了 。” 


概率 来 定 














Nh 
由 
站 





是 什 
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“就 是 严 语 中 的 event。” 

event…… 原来 如 此 。 事 件 指 的 是 “发 生 的 事情 ， 对 吧 ?” 

“将 要 发 生 的 事情 、 已 经 发 生 的 事情 、 可 能 发 生 的 事情 、 偶 然 发 生 的 
事情 ， 这 些 意思 都 有 。 

“那么 概率 分 布 函 数 Pr 就 是 通过 事件 求 概率 的 函数 啊 ! ”我 悦 然 天 
悟 ， 米 尔 嘉 微微 点 头 。 

““A 是 8 的 子 集 " 这 个 定义 你 理解 吗 ， 泰 条 拉 ?” 














“ 指 4 是 2 的 一 部 分 


吐 吐 地 说 。 





























吗 ?” 泰 条 拉 否 否 











mp 史 


“这 样 可 不 行 。 





米尔 嘉 斩钉截铁 地 








人 











不 





，“ 意 思 上 是 对 了 ， 但 这 六 





人 

































































合 2 的 元 素 '。 设 


能 作为 定义 。 "4 是 8 的 子 集 " 指 的 是 “ 
合用 为 


合 4 中 人 





/已 \ 





02 区 3 4 6 
= {OQ, O, gO, 四, 加, 国 } 




















4A 的 例子 !” 





sy 




























































































| 
请 举 出 子 集 4 的 例子 ， 米 尔 嘉 说 着 指向 我 。 我 立刻 回答 : 
“ 嗯 。 举 一 个 子 集 的 例子 对 吧 。 比 如 许 ， 
4={， 白 ; 是} 
这 个 集合 是 





2 1 2 3 4 5 6 
一 {© ;四 ; 田 } 


的 子 集 。” 














这 





列子 ”对 吧 


Uy 





Do” 





“这 样 …… 啊 ， 这 是 在 ， 
“ 咽 ， 是 的 泰 杂 拉 。 无 论 























从 集合 4 


' 选 取 哪 一 个 元 素 一 一 白 也 好 ,由 
































也 好 ， 务 也 好 一 一 它们 都 是 





合 2 的 元 素 ， 这 就 是 “A 是 1 的 




















”的 
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定义 。 此 时 的 数学 公式 写作 A C 2， 读 作 “ 集 合 4 包含 于 集合 0 。 
画 一 下 图 。” 米尔 圳 说 。 
好 画 成 图 的 话 就 是 这 样 。 我 着 手 画 



































页 



































集合 A 是 集合 的 子 集 
集合 4 包含 于 集合 92 
4CI2 












































“这 样 啊 ， 我 明白 子 集 的 定义 了 那个 ， 刚 才 出 现 的 集合 4 = { 品 ， 





















































“ 听 …… 应 该 是 …… 掷 一 次 观 子 时 “出 现 的 点 数 为 偶数 的 事件 吧 ?” 
“ 咖 ， 很 好 哦 。 我 回答 道 ,“ 除 了 4 之 外 ， 掷 一 次 蜗 子 时 的 事件 ， 也 
就 是 集合 2 的 子 集 ， 还 有 很 多 ,总 共有 25 个。 通过 逐一 判断 中 到 加 这 
6 个 元 素 是 否 属于 这 个 子 集 ， 就 能 求 出 子 集 的 个 数 。” 

“要 特别 注意 的 是 , 米尔 嘉 接 着 说 ,“9 本身 也 是 8 的 子 集 ， 空 
{ 上 也 是 2 的 子 集 。 那 么 ,， 子 集 的 复习 到 此 为 止 。 让 我 们 回 到 柯 尔 莫 可 
洛 夫 提出 的 概率 公理 ， 仔 细 地 阅读 吧 。" 米尔 幕 说 ,“ 因 为 具有 这 个 公理 
才 是 现代 数学 对 概率 的 定义 。” 
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4.5.5 ”概率 公理 Pl 


概率 公理 P1 


公理 P1 0<Pr(4)<1 





“这 个 不 等 式 表示 了 什么 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 


0 Pr(lA)<1 














“ 呢 ， 这 个 不 等 式 表 示 “ 事 件 4 的 概率 大 于 等 于 0 小 于 等 于 1 吧 。” 
泰 条 拉 回 答 ,，“ 但 是 …… 为 什么 函数 Pr 要 满足 这 个 不 等 式 呢 ?” 

“ 泰 条 拉 ， 你 这 个 问题 没有 意义 。” 米 尔 串 说 , “我 们 想 表达 的 并 不 是 
“ 浮 数 Pr 要 满足 这 个 不 等 式 " ， 而 是 “如 果 我 们 想 将 函数 Pr 称 作 概率 分 


布 函数 ， 那 么 它 必须 满足 这 个 不 等 式 。” 





























































































































“通过 数学 公式 定义 “函数 Pr 必须 满足 这 个 不 等 式 "， 这 也 就 是 对 函 
数 Pr 加 上 限制 条 件 。 而 且 , 像 “将 这 样 的 函数 称 为 概率 分 布 函 数 ” 这 种 
表达 是 公理 定义 的 常用 手段 。 
Re 只 有 满足 这 个 限制 条 件 ， 概 率 分 布 函 数 才 能 成 立 啊 。” 


“对 ， 公 理 P1 是 第 一 个 条 件 。" 米尔 嘉 点 头 说 道 。 
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“话说 回来 , 2 是 2 自身 的 子 集 对 吧 。 那 么 9 表示 的 概念 是 什么 呢 ?” 
米尔 嘉 压低 声音 间 。 
“ 呢 …… 所 有 可 能 发 生 的 
会 发 生 的 事情 '， 对 吧 ?” 

“对 ， 我 们 将 8 称 为 必然 事件 。 公 理 P2 定义 了 必然 事件 的 概率 。 
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情 的 集合 吧 。 啊 ， 我 知道 了 ! 它 是 “一 定 
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米尔 嘉 张开双 臂 ， 像 是 要 把 我 们 两 个 人 全 都 抱 在 一 起 似 的 。 














4.5.6 概率 公理 了 2 











图 书 室 中 ， 我 们 关于 数学 的 对 话 仍 在 继续 。 
































概率 公理 P2 


| 公理 P2 Pr(0)=1 














“公理 P2 也 是 对 概率 分 布 函数 的 限制 条 件 ， 不 满足 它 的 函数 不 是 概 
率 分 布 函数 。” 

“原来 如 此 ! 原来 如 此 ! 这 个 公理 将 “一 定 会 发 生 的 事情 ” 的 概率 定 
为 1 了 对 吧 !” 徐 人 条 拉 兴 奋 地 说 道 。 
“虽然 不 能 算 错 ， 但 是 在 这 里 最 好 分 开 考虑 。 公 理 P2 确定 的 仅仅 是 
“必然 事件 的 概率 等 于 1 ， 而 “必然 事件 一 定 会 发 生 ” 是 对 公理 的 解释 。” 
这 就 是 数学 的 应 用 吧 。 我 说 ,“ 我 们 证 “一 定 会 发 生 的 事情 ” 这 一 
个 现实 概念 对 应 “必然 事件 ” 这 一 个 数学 概念 ， 对 吧 。” 




























































































































































































































































































Pr({ 昌 ,日 , 日 , ; 因 , }) =1 



































“那么 ， 我 来 出 道 题 : 能 否 求 出 概率 Pr({ }) 的 值 ?” 

“ 啊 ， 这 个 我 知道 ，Pr({ }) = 0。” 

“ 泰 打 拉 ， 你 用 了 哪 一 条 公理 呢 ?” 

“We 因为 “不 可 能 发 生 的 事情 ” 的 概率 是 0， 所 以 …… ” 
这 样 可 不 行 ， 想 要 定义 公理 概率 就 必须 根据 公理 来 思考 。” 


用 Ja ee 这 样 啊 O 但 是 ， 公理 P2 提 到 Pr({, 向 ， |， 四 ) 辣 ， 由 }) 一 工 ? 





| 
2 
IE 











































































































































































































而 公 


Pr({})=0 


“不 行 。 仅 靠 公理 P1 和 P2 无 法 计算 。” 
“那么 …… 是 怎么 得 到 Pr({ }) = 0 这 个 结果 的 呢 ? 
“使 用 公理 P3 定义 的 加 法 运算 。” 
4.5.7 概率 公理 P3 
概率 公理 P3 














何事 人 











里 P1 规 





A 
































































































































性 的 公理 


时 \ 











于 0 小 于 等 于 1， 这 检 








公理 P3 如 果 ANB={}, 则 Pr(AUB)=Pr(A)+ Pr(B) 












































“我 们 先 复习 一 下 集合 的 运算 吧 。A NB 是 什么 ?” 
米尔 吉 问 ， 泰 杀 拉 回答 : 
“AnB 是 所 有 了 既 属 于 4 也 属于 B 的 元 素 的 集合 。 














“对 ， 我 们 称 之 为 交集 。 








举 个 例子 吧 。 





六 2 3 4 多 4 6 pA 4 
{9; ©; ©; B} N {Oo, ©, gg} = {0, ©} 























的 例子 如 下 。 





中 5 
{OQ, , @} N 


{ 白 , 白 ; 田 } = 二 {} 





























时 :; 





























个 集合 的 交集 为 空 集 ， 我 1 














我 们 将 不 相交 的 两 个 集合 称 为 
“不 相 和 交 ， 互 斥 rp 事 
“下 一 题 。4U B 是 什么 ” 米尔 带 问 




















门 称 这 
互 斥 事件 。” 


证 O 泰 杀 拉动 了 寻 











Ws 


莫 。 














个 集合 不 相交 。 























做 笔记 。 


当 其 作为 事 


已 
里 - 


伯 
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“AUB 是 所 有 属 ]] 



































| 刚才 秦 朵 拉 说 的 是 ， 八 时 耳 - A 或 只 局 丁 号 吗 ? 四 


“ 啊 ! 这 样 啊 …… 
































抱歉 ， 我 重 说 一 遍 。AU B 是 所 有 至 少 局 


三 
上 
| 

! 
心 
过 


















































B 其 中 一 个 集合 的 元 素 的 集合 。 既 属于 4 又 属于 B 的 元 素 当 然 也 属 





AUB,” 









































“很 好 。 我 们 将 AU B 称 为 并 集 。 举 个 例子 吧 。 





1 3 6 
{ 口 , 加, 蕊 


出 到 分 4 们 3 4 5 
}U {0; ©), 四, @} = {0, 口 , 加, ©, ®)} 














这 样 束 完成 了 所 有 的 准 





























备 工作 。 现 在 我 们 可 以 解读 公理 P3 了 。” 























公理 P3 如 果 ANB={}, 则 Pr(AUB)=Pr(A)+ Pr(B) 




















“好 难 啊 …… 没 办 法 立刻 想 明 白 啊 。” 

















怎么 做 呀 ?” 泰 9 














~ 人 














”米尔 嘉 一 字 一 顿 地 说 道 。 
“ 啊 ! 示例 是 理解 的 试金石 ! 我 来 举 交集 是 { } 的 例子 …… 比如 说 ， 











“怎么 做 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 


二 


拉 反 问 。 




































































设 A={ 白 , 白 , 向 }，B=={ 白 , 自 , 血 }。 此 时 ,根据 公理 P3， 呢 …… 

















Pr({ 站; 四 ,加 四, 加 ; 国 }) = Pr({ 0O), @); @}) + Pr({, 加 , }) 








4.5.8 还 没有 明白 





“现在 明白 了 吗 ? "米尔 嘉 问 。 


























xz 的 情绪 突然 低落 了 下 去 ,“ 对 于 公理 P3 还 是 没有 
























































“明白 的 感觉 。 我 虽然 理解 了 数学 公式 的 意思 ， 可 是 …… 怎么 说 呢 ， 我 












































是 不 明白 为 什么 公理 P3 对 于 定义 概率 很 重要 。” 
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“ 泰 休 拉 的 “不 明白 ' 可 真是 个 宝贝 。” 米尔 嘉 笑 着 说 。 
“是 、 是 吗 ?” 
“ 那 就 换个 角度 来 想 吧 。 公 理 P3 暗示 我 们 “把 事件 划分 为 互 斥 事件 
来 思考 ' 是 求解 某 一 事件 的 概率 的 切入 点 。 
“划分 为 互 斥 事件 …… 来 思考 。 泰 琳 拉 陷 入 沉思 。 
“现在 我 们 来 看 看 公理 P3 吧 。 对 于 互 斥 事 件 A 和 BB， 

































































ul 
EF 




















































































































Pr(AUB)= Pr(A)+ Pr(B) 


成 立 。 也 就 是 说 ， 当 ANn B={ } 时 ,事件 AUB 的 概率 Pr(AUB) 可 以 
概率 的 和 Pr(4) + Pr() 求 得 。 这 也 就 是 说 ， 对 于 互 斥 事件 “和 的 概 
率 等 于 概率 的 和 ” 成立 。” 













































































“仔细 体会 概率 公理 ”米尔 嘉 说 着 从 座位 上 站 了 起 来 ,“ 就 能 明白 概 
率 到 底 是 什么 。 用 一 句 话 来 概括 ， 所 谓 概率 就 是 

























































































标准 化 的 量 。” 




















所 谓 概率 就 是 “标准 化 的 量 "。 
假设 我 们 要 求 某 一 个 事件 的 概率 ， 此 时 ， 只 要 将 该 事件 划分 为 互 斥 
事件 ， 再 将 各 个 互 斥 事件 的 概率 合并 即 可 。 





































































































划分 为 互 斥 事件 再 合并 
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即便 将 概率 先 拆 开 再 合并 ， 它 也 不 会 增加 或 减少 。 
这 就 是 概率 的 “ 量 ”。 

而 且 将 所 有 的 概率 合并 后 等 于 1。 

也 就 是 说 ， 概 率 被 “标准 化 ”了 。 

综 上 所 述 ， 所 谓 概 率 就 是 “标准 化 的 量 ”。 

也 就 是 概率 分 布 函数 将 1 分 配 到 样本 空间 中 各 个 元 素 的 “ 量 ” 


了 汪 o 
























































































































































Wu 








4.5.9 掷 出 的 点 数 为 偶数 的 概率 


米尔 露 回 到 泰 条 拉 旁 边 坐 下 。 


























“ 泰 末 拉 ， 你 能 管 出 这 个 问题 吗 ?” 


问题 4-1( 掷 出 的 点 数 为 偶数 的 概率 ) 
设 样本 空间 为 人 2。 








2 4 5 6 
1 三 { 口 ， 国 国 ?四 六 国 田 } 


设 概率 分 布 遂 数 为 Pr。 





Da ws 











[eR Se IN a Eis 


Pr({ 白 , 回 ; 国 }) 















































“ 虽 w 求 掷 出 的 点 数 为 偶数 的 概率 ， 对 吧 ?” 泰 洒 拉 说 。 
“对 。 米尔 嘉 说 。 


4 全 去。 日 1 » 
那么 ， 答 案 是 翅 吧 ? 




































































“问题 是 ， 如 何 得 出 这 个 值 呢 ? ”米尔 嘉 问 ,“ 在 这 里 我 们 必须 通过 概 
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率 公理 来 推导 。 这 才 是 将 公理 的 定义 作为 基石 。 
且 、 但 是 ……"” 泰 采 拉 显得 有 点 迷 落 。 
“交换 选手 。 你 来 推导 。” 米尔 嘉 指向 我 。 

EE ……” 我 回想 着 概率 公理 ， 寻 求解 题 的 路 径 , “总 之 要 用 到 概率 
公理 对 吧 ? 我 认为 用 公理 P3 就 能 轻而易举 地 解 出 一 一 啊 我 明白 了 ， 米 
尔 嘉 ， 就 是 下 面 这 样 吧 。 

OO 日 9 
米尔 嘉 ， 就 是 下 面 这 样 吧 。 

因为 要 用 到 公理 P3， 所 以 要 把 事件 划分 为 互 斥 事件 一 - 也 就 是 不 
相交 的 集合 。 

Pr({ 口 , 四 , 国 }) 
= Pr({ 白 十 Pr({ 折 , 惫 )) (公理 P3 ) 将 原 事 件 划分 为 互 斥 事件 { 白 } 和 
{ 自 , 自 } 
= 于 + Pr(( 由 , 自 ) (概率 分 布 函数 ) Pr({ 铂 }) 二 上 
= 二 +Pr({ 自 ) + Pr({ 自 ) (公理 P3 ) 将 事件 { 直 , 自 } 划分 为 互 尺 事件 
{ 自 } 和 {四 } 
= 二 + 二 十 Pr 的 (概率 分 布 函数 ) Pr({ 自 }) = 十 
= 二 十 可 十 二 (概率 分 布 函数 ) Pr({ 因 )) = 二 
3 ~ 
一 06 求 和 
1 
三 可 约 分 
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这 样 我 们 就 求 出 J 














“很 好 。” 米 尔 圳 说 。 





一 


解答 4-1( 掷 出 的 点 数 为 偶数 的 概率 ) 


Pr({ 白 , 掉 , 自 ]) ==3 











“也 可 以 用 相同 的 方法 来 求 Pr({) = 0。 我 说 。 














1 入 4 5 6 

Pr({ 口 , 器 , 四, 四 ; 四 ; 四 

1 2 3 4 5 6 

Pr({} UL， ,9 I, (YY, 














理 P2 ) 必然 事件 的 概率 等 于 1 


与 全 集 的 并 集 等 于 全 集 


理 P3 ) 将 必然 事件 划分 为 互 斥 








一 
< 
中 
卢 
一 

sw 
> 





























I 
髓 
被 












































Pr({}) + Pr({ 白 ; 白 ; 多 ; 四, 四 , 四) =1 ( 公 
事件 { } 和 { 癌 , 白 , 四, 四; 四, 目 } 





























理 P2 ) 必然 事件 的 概率 等 于 1 


式 两 边 同 时 减 1 








一 、 
Se 
> 





Pr({})) +1=1 
Pr({}) =0 








牧 


















































“ 患 咽 …… 原来 是 这 样 来 思考 啊 。” 泰 条 拉 说 ,， “我 有 点 适应 概率 公理 
了 ， 可 我 又 有 了 新 的 问题 。 用 公理 定义 概率 有 什么 好 处 呢 ? ” 
“这 使 我 们 在 看 
样本 空间 和 概率 分 布 函数 
“样本 空间 和 概率 分 布 函数 啊 ……: ” 泰 傈 拉 说 。 
要 从 数学 角度 精确 地 讨论 "质地 不 均匀 的 般 子 ” 
或 “竖立 的 和 硬币” 时， 同样 只 要 思考 样本 空间 和 概率 分 布 函 数 就 可 以 了 。 













































































究 概 率 的 时 候 ， 只 要 创造 Q 和 疡 就 可 以 了 。2 和 





















































































































































“竖立 的 硬币 ?” 我 叫 H 





HH 吉 导 
DFI 





4.5.10 ”质地 不 均匀 的 骨 子 和 竖立 的 硬币 














“我 们 先 来 








思考 “质地 不 均匀 











布 函数 就 好 了 ， 通 过 这 种 方式 来 

















们 来 试 一 下 吧 。” 


的 仍 子 
表现 质地 不 均匀 的 骨 子 没什么 问题 。 我 


》 口 王 
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py 











C Mw 

















定 样本 空间 和 概率 分 








样本 空间 92 
0 ={0, 9 @ O; @; } 
概率 分 布 函数 Pr 
s | te tl {他 蔓 二 者 
Pr(s) | 0.1651 0.1611 0.1645 0.171 





0.1651 十 0.1611 1 





“对 。 接 下 来 ,假设 “竖立 的 硬币 




















函数 的 和 必须 为 1， 对 1 




































































0.1709 0.1674 


上 p 训 各 


-0.1645 十 0.171 十 0.1709 十 0.1674= 二 1 





' 是 这 样 的 。” 
样本 空间 9 
0 二 {正面 , 反面 , 坚 立 } 
概率 分 布 函数 Pr 
s | {正面 } {反面 } {竖立 } 
Pr(s) | 0.49 0.49 0.02 

















“意思 是 硬币 竖立 的 概率 为 0.02， 对 吧 ? ”我 说 ,， “这 样 


. 





Ww 
I 
se 
mh 
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币 竖 立 的 概率 太 大 了 ， 每 抛 100 次 就 会 有 2 次 是 竖立 的 。” 

“这 只 能 表明 这 个 概率 分 布 函数 不 切合 实际 ， 并 不 能 否定 概率 分 布 函 数 
这 一 概念 。 在 这 里 ， 重 要 的 是 通过 概率 分 布 函数 以 数学 的 形式 表示 概率 现 
象 。 如 果 想 讨论 实际 情况 ， 只 要 根据 实际 情况 变更 概率 分 布 函 数 就 可 以 了 。 

“ 啊 … 原来 如 此 。 只 要 像 这 样 写 出 概率 分 布 函数 就 能 定量 地 讨论 了 。” 
4.5.11 约定 

“现代 概率 论 的 源头 是 概率 公理 。” 米 尔 嘉 说 ,，“ 通 过 名 为 “样本 空间 
的 集合 和 名 为 “概率 分 布 函 数 " 的 函数 ,我们 就 可 以 表达 “发 生 的 事情 
或 “可 能 性 ” 等 现实 世界 的 概念 。” 

“样本 空间 和 概率 分 布 函 数 …… 感觉 我 已 经 和 这 两 个 名 词 成 为 好 朋 
友 了 了 呢 。 泰 洒 拉 一 脸 满 足 地 说 道 。 

“虽然 在 你 好 不 容易 和 它们 成 为 朋友 的 时 候 说 有 点 不 合 时 宜 ，{ 
是 ”米尔 亮 说 ,“ 我 们 在 考虑 问题 时 ， 经 常会 无 视 样 本 空间 。 

“ 啊 ? 是 吗 ?” 

“因为 只 用 随机 变量 和 概率 分 布 函 数 也 能 解决 问题 ， 无 须 样 本 空间 。 

一 听 到 米尔 嘉 这 样 说 ， 泰 采 拉 马上 记 下 笔记 ， 接 着 举 手 提 问 ; 

“随机 变量 是 什么 ?” 

“放学 时 间 到 了 。” 图 书 管理 员 瑞 谷 老师 从 管理 员 办 公 室 走出 来 ， 像 
往常 一 样 宣布 道 。 

“到 时 间 了 。” 米 尔 喜 说 ,“ 那 就 明天 再 谈 随机 变量 吧 。” 

我 心里 忽然 有 些 难 受 。 

“米尔 志 …*…* 能 不 能 别 做 这 种 约定 了 。”? 





Qa 在 《数学 女孩 2: 费 马 大 定理 》 第 5 章 末 
然而 她 却 没 能 遵守 约定 ， 
此 处 主人 公 























第 


因为 





和 尔 


说 ‘ 全 已 口 











尾 ， 米 尔 嘉和 大 家 约定 “明天 











再 讲 群 论 ”， 














二 天 发 生 了 交通 事故 ， 米 尔 嘉 
能 不 能 别 做 这 种 约定 了 。" 一 一 译 者 注 


被 卡车 撞 了 。 所 以 ， 
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ie $ 就 不 约定 ， 什 么 时 候 有 时 间 和 再 讲 吧 。” 
































“ 府 ? 我 …… 
4.5.12 肪 嗽 


“那么 ， 大 家 一 起 
“不 ， 泰 打 拉 ， 我 有 话 想 和 你 说 ”米尔 嘉 说 。 


吗 ?” 徐 休 拉 有 点 尺 讶 。 








家 吧 !” 泰 条 拉 说 。 









































刚才 在 图 书 室 的 有 我 、 米 尔 喜 、 泰 洲 拉 ， 还 有 理 纱 。 米 尔 嘉 有 事 








































































































于 是 ， 理 所 当然 地 ， 局 面 发 展 为 我 要 跟 理 纱 两 个 人 走 去 






















































































































































































跟 面 无 表情 且 不 爱 说 话 的 少女 并 排行 走 …… 总 觉得 气氛 有 些 篮 从 。 
“那个 …… 小 理 纱 ， 你 总 是 随身 携带 笔记 本 电脑 吗 ? "我 尽量 用 欢快 
语气 措 话 。 










































































理 纱 ， 你 总 是 


理 纱 无 声 地 点 头 。 









































电脑 啊 。 ”我 说 。 





小 友基 下 














“Dvorak。” 


“ 德 活 拉克?” 























“喜欢 键盘 。 她 微微 清 了 下 嗓子 ， 换 了 只 手 拿 包 。 


“ 译 ， 你 喜欢 键盘 呀 。 














“Dvorak Simplified Keyboard。” 理 纱 说 着 又 清 了 清 嗓子 。 








我 不 知道 这 是 人 



































| 么 ， 于 是 试 着 改变 话题 。 












































i 
5 斯 特 ， 
站 











克 键 盘 。 该 键盘 将 常用 字母 都 归 在 一 起 ， 以 期 提高 打字 速度 ，1936 年 
德 沃 夏 克 ( August Dvorak ) 和 威廉. 迪 利 (William Dealey ) 设 





局 不 同 于 现在 普遍 使 用 






























































Pom 



































字母 得 名 )。 一 译 者 注 

































































“你 是 住 在 双 仓 图 书馆 附近 吗 ?” 














































































































咽 ……. 这 样 下 去 简直 就 是 在 调查 理 纱 的 户口 啊 。 
“米尔 嘉 经 常 去 双 仓 图 书馆 吗 ?” 
“米尔 嘉 学 姐 她 ……… 












































E 纱 突然 开始 咳嗽 。 起 初 只 是 轻 轻 咳 几 下， 接着 开始 剧烈 地 咳嗽 ， 
像 是 要 把 卡 在 喉 哎 里 的 什么 东西 咳 出 来 一 样 。 听 着 猛烈 的 咳嗽 声 ， 我 也 
有 些 难 以 呼吸 。 理 纱 双手 播 住 嘴 ， 足 在 路 边 。 

“还 好 吗 ?” 
我 也 蹲 在 她 身边 。 

她 闭 着 眼睛 轻 轻 点 头 ， 但 怎么 看 都 不 像 是 没 问题 的 样子 。 
我 犹豫 了 一 下 ， 将 手轻 轻 地 放 在 她 的 后 背 上 。 




























































































































































































































































































后 背 惊 人 地 凉 。 

过 了 一 两 分 钟 ， 理 纱 止 住 咳嗽 。 
“舒服 些 了 吗 ?” 

E 纱 点 点 头 站 起 身 来 






































“ 理 纱 …… 也 许 是 我 多 管 闲事 ， 不 过 冷饮 还 是 少 喝 些 为 好 ， 身 体 着 
凉 对 嗓子 也 不 好 。” 我 脱口 而 出 的 是 妈妈 经 常 叮嘱 我 的 话 。 

里 纱 有 些许 异 。 
“也 许 吧 。” 
接着 ， 我 仿佛 看 到 了 理 纱 的 微笑 ， 这 还 是 第 一 次 。 
虽然 ， 仅 仅 是 一 瞬 。 
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按 相同 的 可 能 性 发 生 的 情况 是 怎样 的 情况 ? 
对 于 这 一 问题 ， 数 学 无 法 做 出 回答 。 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 《 概 率 论 导 引 》I] 
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这 种 对 危险 的 害怕 ， 
比 危 险 本 身 ， 
要 可 怕 一 万 倍 。 


一 一 《 重 滨 进 漂流 记 》 


5.1 随机 变量 


5.1.1 妈妈 


“最 近 学 习 怎么 样 ?” 






































妈妈 来 到 我 的 房间 间 道 。 不 过 她 不 像 是 来 关心 我 的 学 习 的 ， 倒 像 是 

有 什么 事情 找 我 。 
“我 现在 有 点 忙 。” 

“ 训 呀 。” 妈妈 报 起 嘴 ,“ 还 想 让 你 帮 有 我 做 饭 呢 。 


“ 正 学 习 呢 。 









































































































































“明明 以 前 还 搜 着 我 的 围裙 喊 “妈妈 、 妈 妈 ” 呢 。 妈妈 的 眼神 球 向 远 





































































































方 ,， “小 学 的 课堂 观摩 课 上 你 还 把 老师 叫 成 “妈妈 ” 来 着 呢 。” 
“ 妈 你 怎么 总 提 这 个 啊 …… ”我 叹 了 口气 ,“ 谁 都 会 有 口误 的 时 候 。 
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“男孩 子 真 是 无 趣 ……… ”母亲 来 回 扫 视 着 我 的 书架 ,“ 你 最 近 没 什么 

活动 吗 ? 我 都 没 看 到 有 女孩 子 来 咱们 家 玩 ， 你 是 不 是 被 别人 讨厌 了 ?” 
“没什么 活动 啊 ， 就 算 有 也 用 不 着 你 操心 呀 。 

《和 尔 吉 是 独生女 吗 ?” 

“以 前 有 一 个 哥哥 ,” 我 说 ,“ 在 米尔 嘉 小 学 的 时 候 就 去 世 了 。 

“是 因为 生病 吗 ? ”妈妈 问 。 

“不 知道 啊 ! 好 了 好 了 ， 人 快走 吧 。 





































































































































































































把 母亲 从 房间 请 了 出 去 我 ， 想 起 米尔 嘉 的 眼泪 。 她 没有 自己 擦 


































































































去 眼泪 ， 用 浅 色 手帕 殖 米 尔 嘉 擦 去 眼泪 的 人 是 泰 打 拉 。 


























5.1.2 ” 泰 末 拉 


















































这 里 是 图 书 室 ， 现 在 已 经 放学 了 ， 窗 外 不 时 吹 进 春风 。 
泰 条 拉 独 自 一 人 华 在 座位 上 。 
因为 她 背 对 着 图 书 室 入 口 ， 所 以 并 没有 察觉 到 我 来 了 。 
























































































































































为 了 不 被 发 现 ……… 我 踊 手 路 脚 地 ……- 悄悄 地 ……… 



























































图 书 室 里 的 其 他 学 生 都 转 头 看 问 我 们 。 
阿 ， 我 真是 个 笨蛋 。 明 明知 道 事情 会 变 成 这 样 ， 为 什么 还 突 发 奇想 
地 想 要 吓 史 秦 条 拉 呢 …… 
“对 不 起 、 对 不 起 !1” 
“学 长 ! 你 真是 的 …… ”她 双手 拿 起 笔记 本 效 作 要 打 我 的 样子 。 
“你 在 学 习 吗 ? ”我 在 她 旁边 坐 下 。 
“对 ! 在 学 数学 呢 。 上 有 昨天 米尔 喜 学 姐 不 是 提 到 了 “随机 变量 ” 吗 ? 我 
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本 来 想 让 米尔 器 学 姐 给 我 讲 讲 的 ， 但 是 突然 想起 了 学 长 的 话 。” 




































































只 是 张 着 嘴 等 着 老师 从 1 到 10 教 的 话 ， 



































因此 ， 我 想 自 己 读书 去 学 感 兴趣 的 知识 。” 

“原来 如 此 。” 

“所 以 我 在 挑战 读数 学 书 。 可 是 一 个 人 学 习 新 知识 太 难 了 。 比 如 ， 这 
本 书 中 有 关 随 机 变量 是 这 样 写 的 。 
泰 洒 拉 将 打开 的 书 给 我 看 。 











































































































随机 变量 是 样本 空间 2 到 实数 集 恨 的 函数 。 





























































































































“原来 如 此 。” 

“可 是 ……: 我 再 怎么 盯 着 这 个 看 ， 也 感觉 不 到 知识 进 到 脑子 里 。 特 
别 是 “随机 变量 是 …… 函数 ” 这 个 地 方 ， 头 脑 里 乱 作 一 团 。 

“是 啊 ， 这 里 确实 不 容易 理解 。 我 也 点 头 同意 ,“ 但 你 不 能 因为 这 里 
























































不 懂 就 止步 不 前 呀 。” 
“我 也 看 了 后 面 的 部 分 …… 还 有 期 望 亚 的 定义 ， 我 更 加 不 明白 啦 。 就 








































































































@ 数学 期 望 ( mathematical expectation )， 又 称 期 望 或 均值 ， 是 随机 变量 按 概率 的 


加 权 平 均 ， 表 征 其 概率 分 布 的 中 心 位 置 。 一 译 者 注 
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随机 变量 X 的 期 望 EB[X] 定义 如 下 。 














二 























* C0, C1, C2, C3,***, Ck, 表示 随机 变量 X 的 取 值 














































































































“Pr(X = cx) 表示 随机 变量 X 等 于 值 cx 的 概率 
“期 望 这 个 词 的 意思 我 就 似 懂 非 懂 ， 而且 也 不 明白 BE[X] ==…… 
这 个 式 子 是 什么 意思 。 我 走 到 这 一 阶段 已 经 用 尽 全 力 了 …… 





















































她 无 力 地 伸 出 双 臂 ， 扑 通 一 声 趴 在 了 桌子 上 。 
“我 觉得 泰 条 拉 你 太 想 一 下 子 全 部 都 理解 了 。 书 又 不 会 逃走 ， 你 不 用 











































































































































































































慌张 ， 也 不 用 焦急 ， 只 要 和 新 的 名 词 一 个 一 个 地 交 朋 友 就 好 了 。” 
“ 唉 ……” 泰 呆 拉 趴 在 桌子 上 叹气 。 
“不 过 那 本 数学 书 也 许 确实 有 点 难 …… 我 们 一 起 来 思考 吧 ， 泰 打 拉 。 
“好 !1 ”她 猛 地 华 起 来 ,“ 啊 ， 如 果 学 长 你 现在 不 忙 的 话 ……” 



































5.1.3 随机 变量 的 示例 

“ 先 和 随机 变量 这 个 名 词 交 朋 友 吧 。 现 在 ,我 们 想 处 理 像 撕 角 子 、 折 
人 硬币、 抽签 …… 这 样 和 概率 有 关 的 问题 对 吧 ?” 

“ 嗯 ， 是 的 。” 泰 条 拉 硅 张 地 点 头 。 

“那么 ， 我 们 试 着 举 几 个 例子 吧 …… , 



































































































































。 掷 股子 。 盟 子 的 各 个 点 数 按 相 同 的 可 能 性 出 现 
。 掀 硬币。 硬币 出 现 正 面 的 概率 为 0.49， 出 现 反面 的 概率 为 0.51 
签 。100 张 签 中 只 有 1 张 为 “中 奖 ” 签 


























































































































“ 嗯 ,我 明 


“我 们 想 定时 
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基本 武 
“是 的 。 你 看 
这 样 导 入 变 



































F 的 问题 ， 而 随机 变量 就 是 为 这 种 时 候 准 备 的 








变量 对 吧 ? 像 

































































量 z、y 的 公式 上 来 
“随机 变 草 









































“将 〇 OO 设 为 随机 变量 

















这 样 导入 随机 变量 。” 


6 





“知道 了 。 那 我 们 就 
* 将 掷 1 次 般 子 时 出 现 的 点 数 设 为 随机 变量 
出 现 正面 的 次 数 设 为 随机 变量 六 

由 签 次 数 设 为 随机 变量 2 


， 将 扫 10 次 硬币 时 
* 将 不 断 


“ 训 ? 这 就 是 随机 变 导 
“是 的 。 掷 骨 子 时 ， 饥 子 的 点 数 是 最 基 


子 这 样 的 行为 称 为 随机 试验 D。 不 论 人 









































我 想 要 具体 的 例子 !” 









































K 举 几 个 随机 变量 的 具体 示例 























































































































| 如: 


X 
































的 随机 变量 。 我 们 将 像 掷 蜗 


























GD 随机 


在 相同 条 件 下 对 某 随 机 现象 进 


L 试 验 (random trial 或 random experiment )， 是 














西 ， 只 要 是 通过 随机 试验 确定 


















































行 的 





(1 ) 一 次 试验 结 呈 








al 











的 是 研究 随机 现象 的 统计 规律 | 
E; (2 ) 全 体 测试 结 胃 























生 。 随 机 试验 符合 以 下 3 个 特点 : 
E; (3 ) 可 重复 性 。 一 一 译 者 注 
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随机 变量 来 解决 更 复杂 的 问题 。” 








的 实数 ， 都 可 以 称 之 为 随机 变量 。 我 们 可 以 自 
研究 的 随机 变量 。 当 然 ， 随 机 变量 不 局 限于 货 子 的 点 数 ， 我 们 还 本 















































己 决 定 把 什么 东西 当 





























“这 样 啊 …… 可 是 ， 掷 仍 子 的 

















时 候 ,” 泰 洲 拉 

















边 说 ,“ 除 了 货 子 的 点 数 之 外 ， 还 














什么 随机 变量 











“是 吗 ? 这 个 不 是 要 多 少 有 多 少 嘛 ， 例 如 























”随机 变量 的 值 等 于 掷 出 的 ， 


























点 数 的 100 倍 


边 用 双手 搜 自己 的 短 












































尼 ? 我 一 时 间 想 不 出 来 。 

















"如 果 掷 出 的 点 数 是 偶数 ， 随 机 变量 为 0; 如果 撕 出 的 点 数 是 奇数 ， 


随机 变量 为 1 
































”如 果 撕 出 的 点 数 大 于 等 

















一 
































“ 啊 ， 还 可 以 将 计算 与 分 情况 讨论 的 结 史 
“对 ， 只 要 说 “将 OO 设 为 随机 变量 X' 就 可 以 了 。” 




















4， 随 机 变量 就 +100; 如 果 找 出 的 
小 于 等 于 3， 随 机 变量 就 -100 





























作为 随机 变量 啊 !” 



































泰 洲 拉 一 边 小 声 哪 吗 ， 一 边 ) 


惠 过 
EN 








她 总 是 非常 认真 。 虽 说 有 时 






















































































纪 会 因为 突然 听 到 许多 新 词 而 如 
或 者 耻 忽 大 意 蕊 记 条 件 ， 但 她 能 一 心 扑 在 数学 上 。 


“学 长 ! ”少女 充满 干劲 地 举 起 手 ,“ 我 理解 随机 变量 的 意思 了 。 





点 数 


位 脚 乱 ， 





















































让 
Es 
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“也 是 哦 ,为 什么 呢 …… 


来 ， 为 什么 要 用 像 X 这 样 的 














写字 母 来 表示 随机 变量 呢 ? 









































大 写字 母 还 是 小 写字 母 ， 或 是 希腊 字母 ， 都 没有 问题 。 但 是 ,在 













































































小 写字 母 来 表示 随机 变量 取 到 


















































贸 
注 
= 
GT 
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相关 的 书 中 一 般 都 是 用 大 写字 母 来 表 


‘ 广 样 啊 ……: 我 还 有 一 个 问 
到 实数 集 RR 的 函数 来 解释 随机 











的 个 别 值 吧 。” 





变量 ,我 想 大 概 是 因为 
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覃 
基 
SS 








二 村 
需要 


题 。 我 刚刚 读 的 数学 书 用 “样本 空间 9 


























变量 ,我 还 是 不 明白 为 什么 随机 变 























量 是 
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泰 条 拉 这 种 “我 还 不 明白 ”的 感觉 ， 是 她 宝贵 的 能 力 。 泰 打 拉 不 会 不 
懂 装 懂 ， 她 有 着 能 坚守 “我 还 不 明白 ” 这 种 状态 的 坚强 的 心 。 
“说 得 好 …… 我 们 来 思考 随机 变量 的 值 是 怎么 确定 的 吧 。 比 如 说 ， 


1 


我 们 撕 出 了 点 数 吕 ,这 相当 于 在 样本 空间 中 指定 了 中 这 一 事件 。 接 着 ， 
随机 变量 会 根据 掷 出 的 点 数 确定 一 个 值 。 换 个 角度 来 看 就 是 ， 随 机 变量 
根据 “ 掷 出 的 点 数 " 为 其 配对 一 个 “实数 '。 数 学 上 将 随机 变量 的 这 种 性 


质 称 作 “ 随 机 变量 是 样本 空间 到 实数 集 的 函数 ”。” 








































































































































































































































































































































































































百倍 游 戏 ( 随 机 变量 的 示例 ) 
来 玩 掷 般 子 游戏 吧 ， 你 可 以 得 到 掷 出 点 数 的 100 倍 的 奖金 。 我 们 使 
随机 变量 ， 设 奖金 为 X(w) ， 其 中 w 是 掷 出 的 点 数 。 

随机 变量 X(w) 可 以 用 样本 空间 2 = { 上 器 , 自 , 四, 由, 固 , 转 } 到 实数 
集 及 的 函数 来 表示 。 
























































































































































掷 出 的 点 数 : 样本 空间 02 的 元 素 o| 中 四 四 四 加 四 



































奖金 ， 随机 变量 的 值 X(w) 100 200 300 400 500 600 





























“ 啊 ， 这 个 “百倍 游戏 ”一 点 儿 都 不 抽象 ， 很 容易 理解 。 

“是 呀 ， 我 们 还 能 用 表格 的 形式 表示 “样本 空间 到 实数 集 的 函数 ”。” 

“ 咽 。 

“ 泰 打 拉 你 能 理解 这 张 表 格 的 意思 吧 ? 假设 掷 般 子 时 出 现 的 点 数 为 
w， 那 么 奖金 就 是 久 (w)。 比 如 说 ， 当 w= 四 的 时 候 ，X(w) =300， 也 
就 是 X( 回 ) = 300。 很 简单 ， 对 吧 ?” 
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“中 因 口 三 档 
NN 








期 望 











出 的 点 数 确 定 





了 ， 我 们 

















就 可 以 确 
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寸 ， 就 是 这 么 简 








下 倍 游戏 " 中 的 
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AF » 


可 上 是 “变量 
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X( 由 ) = 100, X( 的 ) = 200, X( 自 ) = 300,…， 











， 使 掷 出 的 仍 子 的 点 数 与 














定 能 得 到 的 奖金 数 。 




















角子 的 点 数 来 





决定 奖金 这 一 层面 


























函数 ， 





是 我 想 得 太 复杂 了 。 

















5 隔 





， 很 好 ， 


| 


机 变量 





了 这 么 多 | 
: 量 X 写作 X(w) 吧 ? 3 


套 打 十 


问题 ， 
























































“ 因 


关 (w)。 到 











出 白 的 时 


为 随机 变量 是 根据 样本 
就 像 函 数 经 常 
候 ， 我 们 就 





居间 证 之 ;3 


二 
Th 





对 吧 ?” 





























写作 f(x) 的 






































[月 























方便 


o 但 这 只 是 与 法 不 同 » 











年 为 随机 变量 ， 








5.1.4 概率 分 布 函数 的 示例 














6 通过 这 种 方式 将 随机 变 直 
X(w) 


就 是 像 


X( 国 ) = 600 


吧 ， 刚 才学 长 好 像 提 到 将 随 
思 呢 ?” 

空间 的 元 素 w 确 
多 式 ， 随 机 变量 也 是 一 桥 


定 的 ， 所 以 我 们 将 它 写 
的 。 例 如 当 











时 的 值 表示 为 


X( 口 )， 


























-了 X 区 局 / 


Ey 


作 
所 
很 











四 是 相同 的 。 






















































































































































































泰 采 拉 哗 啦 哗 啦 地 翻 着 数学 书 。 

“ 听 了 学 长 的 讲解 ， 我 对 随机 变量 的 理解 深刻 多 了 。 但 是 关于 “期 望 ， 
的 定义 我 还 是 摸 不 着 头脑 。” 

“是 啊 。 在 思考 期 望 前 ， 先 试 着 和 概率 分 布 函数 交 朋 友 吧 。 接 下 来 我 
们 要 学 习 的 是 随机 变量 的 概率 分 布 函数 。 一 言 以 珊 之 ， 随 机 变量 的 概率 
分 布 函 数 表示 的 就 是 “随机 变量 取 具 体 值 时 的 概率 "。 为 了 说 明 “ 随 机变 
量 X 的 概率 分 布 函数 ， 我 们 还 用 刚才 的 “百倍 游戏 " 来 举例 。” 




















































































































! “随机 变量 筷 的 概率 分 布 函数 ”的 示例 

随机 变量 和 的 取 值 c 100 200 300 400 500 600 

六 二 c 时 的 概率 Pr(X=c) | 3 1 L | 
“Pr(XX=c) 是 什么 呢 ? 括号 中 有 等 式 ， 感 觉 很 奇怪 呀 。” 


“我 们 让 Pr(X= c) 表示 “和 X= c 时 的 概率 。 
货 子 的 点 数 是 
入 随机 变量 X 的 概率 


二 
/人 忆 本 








虑 山 子 的 点 数 了 。 当然 ， 概 率 分 布 函 


“这 样 啊 ， 
当 









































在 先 让 我 们 忘记 样本 空间 





I 

















“要 将 样本 空间 ; 



































Uo 


忘记 吗 ?1” 
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认 ? 表格 中 
分 布 























怎么 没 





有 骨 子 的 点 数 呢 ?” 








六 数 的 问题 时 ， 
数 的 背后 依然 有 样本 





空间 由 ， 不 过 珀 

















便 不 再 需要 考 





























UL 














已 经 知道 了 奖金 与 概率 ， 




























































































































































































“是 的 ， 用 “百倍 游戏 ”的 例子 来 说 就 是 我 们 
所 以 不 再 需要 考虑 仍 子 了 。 如 果 能 准确 知道 “得 
少 ，， 那 我 们 就 不 需要 骨 子 了 。 也 就 是 说 ， 即 便 忘 i 
概率 上 做 等 价 的 讨论 。 
全 上 RS 时 
“也 就 是 说 呀 ， 我 们 不 用 
样本 空间 和 概率 分 布 函数 
而 改 用 
随机 变量 的 值 和 概率 分 布 范 数 
来 思考 。” 



































Q@ Pr(X 




















c) 可 以 看 作 是 Pr({we€E 2|X{w}=c})。 





到 那 份 奖金 的 概率 是 多 
己 仍 子 ， 





我 们 也 可 以 在 
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人 入 一 
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斤 了 我 的 话 ， 泰 淋 拉 一 边 微微 点 头 一 边 说 : 























“只 要 知道 随机 变量 取 特 定 值 的 概率 是 多 少 ， 就 没 问 题 


| 
六 
放 


























回 事 吧 。 嗯 ， 到 此 为 止 我 都 理解 了 。 可 是 ,为 什么 要 采用 这 样 的 思 

































































抒 方 神 


6 


它 称 为 “随机 变量 





<， 我 还 是 不 明白 …” 





























芝 慢 就 会 明 E 











Ey 


科 。“ 随 机 变量 取 特定 值 的 概率 是 多 少 ”……… 我 们 ; 


























5.1.5 
“学 长 ， 我 发 现 问 题 所 在 了 。 是 那 三 个 词 把 我 的 思维 弄 乱 了 。” 


泰 来 拉 一 边 做 笔记 ， 一 边 说 道 。 


许多 词 


“三 个 词 ? 97 


“就 是 “概率 '“ 随 机 变量 ' “概率 分 布 浮 数 ” 这 三 个 词 。 它 们 都 和 概率 














的 概率 分 布 函数 。 































































































在 “百倍 游戏 
.只 要 观察 随机 变量 X 的 概率 分 布 


有 关 ， 但 表示 的 意思 不 同 ! 比如 说 





假设 掷 一 个 般 子 出 现 点 数 白 的 概率 是 表 



























































随机 变量 X 表示 奖金 





























[nl 





数 ， 我 们 就 会 知道 ， 随 机 变革 














| 














XX 取 特 定 值 的 概率 是 多 少 
































和 导 在 含有 类 似 这 样 的 数学 内 容 的 文章 



































， 我 应 该 有 意识 地 规范 使 用 
























































个 下 

















法 非常 好 呀 。” 我 说 ,“ 泰 条 拉 现 在 遇 到 不 明白 的 事情 时 ， 
了 按说 “我 不 有 
非常 标的 啊 。 





环 率 分 布 冰 数 这 些 术 语 。” 













































































有 白 "， 而 是 会 认真 思考 为 什么 、 不 明白 什么 。 这 可 是 























中 .… 是 这 析 











F 吗 ?” 泰 条 拉 不 好 意思 地 挠 了 抄 头 。 
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5.1.6 ”期 望 

“到 现在 为 止 ， 我 们 已 经 讲解 了 随机 变量 和 概率 分 布 函数 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 我 感觉 已 经 和 它们 成 为 朋友 了 。” 秦 条 拉 满 足 地 点 点 头 。 
“现在 终于 要 讲 期 望 了 。 

“不 过 …… 期 望 到 底 是 什么 呢 ? ” 

期 望 " 可 以 看 作 是 































































































| 
ll 
> 
N 





“平均 值 






























































随机 变量 和 的 期 望 就 是 随机 变量 和 的 平均 值 。 
“ 啊 ! 但 是 …… 平均 值 指 的 是 “全 部 的 值 的 总 和 ” 除 以 “个 数 ” 吧 ? 
这 本 数学 书 上 有 关 期 疹 的 定义 和 这 个 意思 相同 吗 ?” 

“ 嗯 ， 计 算 平均 值 的 方法 是 将 全 部 的 值 相 加 ， 再 用 个 数 或 人 数 去 除 总 
和 ， 对 吧 ? 期 望 的 定义 与 平均 值 是 紧密 相连 的 。 









































































































































































































































随 忆 变量 的 期 望 五 [X] 定义 如 下 。 


E[X]= >》 csPr(X= cn 
六 三 站 




















电 . 中 
? 


二 

















“co, cl C2, C3，,"…… ,Ck，,"…* 表示 随机 变量 X 的 取信 












































. Pr(X = cx) 表示 随机 变量 X 等 于 值 cx 的 概率 
“学 长 …… 我 还 是 没有 理解 。” 泰 呆 拉 露 出 不 安 的 表情 。 


























“没关系 。 我 们 就 以 “百倍 游戏 的 奖金 的 期 望 ' 为 例 ,来 研究 计算 期 
望 与 计算 平均 值 的 关系 吧 。 现 在 ,假设 奖金 的 金额 为 随机 变量 XX， 那么 


































































































154 第 5 章 期 望 











期 望 EB[X] 的 定义 如 下 。” 





随机 变量 X 的 期 望 = 已 区 = 》 ck Pr(X = cx) 
k=0 







































































“我 们 将 期 望 定 义 式 中 的 2 展开 为 具体 值 的 和 。 代 入 具体 的 值 ， 也 
就 是 co = 100, cl = 200, ca 二 300, cs 二 400, cd 一 500,c5 一 600。 


























闫 

















EIlX|= >》 ck Pr(lX =6%) 
k=0 
5 
一 > cx .Pr(X = cx) 考虑 co, cl c2, ca C4; c5 就 可 以 了 
天 三 各 


= 100. Pr(X = 100) 
十 200. Pr(X = 200) 
十 300. Pr(X = 300) 
十 400. Pr(X = 400) 
十 500. Pr(X = 500) 
+ 600. Pr(X = 600) 





“因为 Pr( 久 二 奖金 ) 都 等 于 二 ……” 


























“ 接 下 来 就 是 单纯 的 计算 了 。” 





100 十 200 十 300 十 400 十 500 十 600 
6 





2100 
6 


一 350 











“这 样 就 算出 了 奖金 的 
“ 啊 ! 这 个 式 子 ! 


























归 望 是 350 日 元 。” 











100 十 200 十 300 十 400 十 500 十 600 


6 


















































1 6 去 除 ， 对 吧 ? 写成 这 样 ， 我 就 能 体会 到 “平均 


的 定义 时 ， 我 还 不 太 明 白 呢 。” 


o 
































值 的 感觉 了 ! 只 看 期 户 






























































































































































































































































“ 嗯 ,我 们 一 般 将 “用 个 数 去 除 所 有 数 的 和 ” 当 作 平均 值 ， 这 并 没 
错 。 只 是 实际 上 ， 它 与 “每 个 值 都 乘 以 各 自 对 应 的 概率 ， 再 将 结果 相 加 ， 
是 相同 的 。 比 较 下 面 式 子 的 左右 两 边 就 会 明白 了 。 


























100 十 200 十 300 十 400 十 500 十 600 1 


1 1 
= 100- H+- 200. + 300. + 400 
6 6 6 6 








1 1 
+ 500. 6 + 600 


所 有 数 的 和 除 以 个 数 (平均 值 ) = 每 个 值 都 乘 以 各 



































对 应 的 概率 再 相 加 (期望 ) 




















































































































































































































“我 明白 了 。 

“上 述 式 子 的 右边 表示 先 用 概率 加 权 随机 变量 取 到 的 各 个 值 ， 再 将 结 
果 相 加 。 通 过 “用 概率 加 权 各 个 值 再 求 和 "就 能 求 出 随机 变量 的 平均 值 。 
我 们 把 它 画 成 图 ， 就 容易 理解 啦 。” 
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“我 们 将 随机 变量 











的 值 














作为 小 长 方形 的 高 ， 将 概率 作为 小 长 方 




























































































个 小 长 方形 的 高 乘 以 宽 ， 










































































图 形 的 面积 。 另 一 方面 ， 将 











































































































宽 。 在 上 面 这 个 图 形 中 ， 让 每 
总 和 是 什么 呢 ? 没 错 ， 是 整个 
的 值 与 各 自 的 概率 相 乘 ， 再 于 
图 形 的 面积 一 致 。 

“了 呆 确实 是 这 样 。” 





















































求 和 ， 就 等 于 期 望 。 也 就 是 说 ， 期 望 与 整个 




















“然后 ， 我 们 试 着 




















秆 小 长 方形 的 高 度 平均 分 配 ， 就 是 下 鱼 
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“ 求 平均 值 对 吧 ?” 

















































































































“ 咽 ， 而 大 长 方形 的 横向 总 长 度 是 1。 也 就 是 说 ， 上 面 这 个 图 形 的 本 
积 刚好 表示 平均 值 。” 
“ 啊 ……: ”» 












































“因此 ， 求 期 望 与 求 平 均值 是 一 样 的。 虽然 现在 假设 了 所 有 情况 发 生 






































上 胆 是 即便 概率 不 相等 ， 也 可 以 用 同样 的 数学 公式 求 平均 值 。 































































































没有 必要 因为 式 子 中 有 2 就 害 们 ， 要 牢 牢 地 抓 住 公式 的 形式 。 求 期 望 就 






























































是 “用 概率 加 权 各 个 值 再 求 和 ” 呀 。” 


















































ck 《*----? 随机 变量 取 到 的 具体 的 但 















































Pr(X =ck) +----， 随机 变量 X 等 于 具体 的 值 cx 的 概率 
ck Pr(X = ck)“*----* 上 述 两 者 的 乘积 















































> cr :Pr(X =ck) +---- 将 k==0,1,2,3,.… 时 的 所 有 情况 相 加 





“的 确 …… 数学 公式 可 以 转化 为 这 


























NAN 





式 。 用 “百倍 游戏 " 的 奖金 









































来 举例 子 的 话 ，co, c1, ca, ca ct; c5 就 是 100, 200, 300, 400, 500, 600 对 


























吧 ? 


Lx 


or 

















? 葵 ，Pr(X= cp) 指 的 是 可 以 得 到 奖金 cx 的 概率 。 用 随机 变量 等 
于 cx 时 的 概率 乘 以 cx 得 到 cx: Pr(X= ck)…… 这 就 是 “用 概率 加 权 各 









































































































































































































































个 值 ' 。 接 着 ， 再 将 所 有 的 值 加 起 来 …… 的 确 就 是 “用 概率 加 权 各 个 值 
求 和 ”了 。” 泰 打 拉 细致 地 梳理 ， 像 是 在 确认 自己 是 否 理解 。 


5.1.7 公平 的 游戏 














# 了 “百倍 游戏 ' 能 得 到 的 奖金 的 期 望 ， 对 吧 ? 





“我 们 求 H 
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“对 ,是 350 日 元 。 








“好 。 那儿 
































“ ， 现 在 我 们 假定 参加 这 个 “百倍 游戏 ' 需要 缴纳 “参加 费 ”。 

















也 就 是 说 ， 如 果 想 要 通过 撕 骨 子 获得 奖金 



































就 必须 先 支 付 参加 费 。 这 时 ， 




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































158 第 5 章 ”期望 
我 们 将 “奖金 的 期 疹 ' 作为 “参加 费 ” 就 正 合 适 。” 

“ 正 合适 …… 是 什么 意思 呢 ?” 

“奖金 的 期 望 等 于 350 日 元 ， 意 思 就 是 如 果 重 复 进行 这 个 游戏 很 多 秆 
多 次 ， 参 加 者 每 次 的 平均 收益 是 350 日 元 。 因 此 ， 比 较 “支付 350 日 元 
参加 费 的 参加 者 ” 与 “支付 奖金 的 游戏 举办 者 ”时 会 发 现 ， 谁 也 没有 占 到 
便宜 。 也 就 是 说 ， 这 是 个 公平 的 游戏 ， 在 这 种 意义 上 “ 正 合 适 '。” 

泰 末 拉 一 边 听 着 我 的 话 ， 一 边 硅 张 地 点 头 。 

“学 长 ,只 看 数学 公式 的 话 不 容易 弄 明 白 , 但 是 只 要 用 像 “百倍 游 
戏 " 这 样 的 具体 示例 来 思考 的 话 ， 我 就 能 清楚 地 理解 。 用 具体 示例 来 思 
荫 真 的 非常 重要 啊 。 呼 ……” 

泰 打 拉 深 深 地 叹 了 口气 。 这 时 窗外 恰巧 吹 进 一 阵 强风 ， 吹 走 了 泰 朵 
拉 的 笔记 本 。 

“啊呀 1” 

“ 叹 了 好 大 一 口气 啊 。 我 一 边 帮 泰 条 拉 捡 笔记 本 ,一边 开玩笑 

“ 才 、 才 不 是 呢 ! 是 风 吹 的 !” 

我 忽然 想起 米尔 嘉 的 事情 , “说 起 来 ， 上 次 米尔 嘉 跟 你 说 什么 了 ?” 

“你 说 的 是 什么 呀 ?” 

“就 是 …… 上 次 回 家 的 时 候 米尔 嘉 不 是 跟 你 说 “我 有 话 想 和 你 说 ” 嘛 。” 

就 是 因为 这 个 ， 那 天 我 才 会 和 少 言 守 语 的 红 发 少女 理 纱 两 个 人 先 
回去 。 

和 全 阿 ， 吃 和 那个 叮 ea 还 没 决 定 呢 泰 打 拉 说 。 

“我 可 是 决定 选 泰 条 拉 了 呀 。” 

我 听 到 身后 传 来 的 声音 , 不 用 看 就 知道 ， 是 伶 牙 俐 上 货 的 黑 发 才 
女 一 一 米尔 嘉 。 


5. 


5. 





2 线性 法 则 


2.1 米尔 嘉 


5.2 线 习 

















“离散 概率 2 的 期 望 呀 ,” 米尔 嘉 看 着 笔记 本 说 道 。 


仑 的 是 ee 时 


















































“ 嗯 ， 刚 刚 一 直 讨 
连 摆手 。 
避 于 二 这 你 基 二 





“我 来 ! 我 来 概括 ! 咽 …… 我 从 学 长 那里 学 到 了 这 些 。 


O 


























E 法 则 159 














我 刚 说 到 一 半 ， 泰 条 拉 就 急 急 忙 忙 地 



































首先 ， 我 们 

















AO 9O 














首先 ， 我们 学 习 了 随机 变量 。 











随机 变量 可 以 定义 为 样本 空间 到 实数 























不 














的 函数 …… 但 总 而 言 之 就 是 ， 给 i 






























































过 随机 试验 确定 的 量 起 了 个 名 字 。 


























通 
在 那 之 后 ,我 们 学 习 了 概率 分 布 函 数 。 概 率 分 布 函 数 表 示 随 机 变量 




















取 特定 值 的 概率 是 多 少 。 用 概率 分 















































概率， 写作 Pr(X=c)。 








期 | 

















然后 ， 我 们 学 习 ] 
































布 函 数 Pr 表示 随机 变量 XX 取 特 定 值 

















。 期 望 表示 随机 变量 的 平均 值 。 随 机 变量 X 




















明 剖 














来 表示 就 像 这 样 。 





明 望 写作 已 X] ， 它 的 定义 是 





中 














概率 加 权 各 个 值 再 求 和 ” 












































离散 概率 研究 的 离散 样 才 




















空间 只 含 “ 




















量 只 取 有 限 个 或 可 数 无 穷 个 实数 值 。 一 一 译 者 注 











限 个 ”或 “可 数 无 穷 个 ”样本 点 ， 






































， 如 果 用 式 
离散 随机 变 
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泰 洒 拉 真 擅长 总 结 啊 。 她 应 该 是 已 经 在 头脑 中 整理 出 了 一 个 明晰 的 
概念 ， 然 后 才 会 说 “我 明白 了 ”。 

米尔 嘉 听 完 泰 打 拉 的 总 结 ， 转 过 来 问 我 : 

“为 什么 没有 讲 期 望 的 线性 法 则 ?” 

“线性 法 则 ? ”我 反问 。 
“期 望 的 线性 法 则 一 一 和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 "?。” 


























































































































5.2.2 和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 

米尔 嘉 在 我 的 笔记 本 上 书写 式 子 ,我 和 泰 打 拉 分 
头 来 观看 。 柑 橘 系 的 芳香 交织 着 甜 甜 的 味道 ， 我 心 
空间 多 么 让 人 过 福 啊 。 

之 前 我 妈 还 说 我 最 近 都 没有 什么 活动 ， 但 对 我 来 说 每 天 都 是 活动 啊 。 
只 要 数学 还 在 ， 我 们 的 活动 就 永 不 停 欢 。 

米尔 嘉 用 响亮 的 声音 说 : 

“假设 两 个 随机 变量 匀 与 YY 定义 在 一 个 样本 空间 上 。” 

















| 从 她 的 两 侧 探 出 


另 
里 想 . 这 沾 小 的 三 日 
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假设 两 个 随机 变量 关 与 YY 定义 在 一 个 样本 空间 上 。 
如 此 一 来 ,和 与 的 和 和 十 了 也 就 成 为 了 随机 变量 
此 时 ， 对 于 随机 变量 X 十 亚 的 期 望 瓦 [和 X 十 列 ， 下 面 的 式 子 成 立 。 
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EB[X+ 了 Y= EB[X]+BlY| “和 的 期 望 等 于 期 逆 的 和 ” 
































也 就 是 说 ， 随 机 变量 X 与 工 的 和 的 期 望 ， 等 于 X 与 羡 各 自 的 期 户 















































另外 ， 对 于 任意 常数 KK ， 下 面 的 式 子 都 成 立 。 
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五 [ 氏 .X] = 天 .五 X “常数 倍 的 期 望 等 于 期 望 的 常数 倍 ” 
我 们 刚才 写 出 的 期 望 的 性 质 一 一 
“和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” 
“常数 倍 的 期 望 等 于 期 望 的 常数 倍 ” 
































-jg 








RS 











将 两 为 一 就 是 期 望 的 线性 法 则 。 














El 























expectation 哦 ， 泰 打 拉 。 
性 质 “ 和 的 年 于 





























期 望 








| 





以 





期 望 的 和 ”还 可 以 一 般 化 。 如 果 随 机 变 
攻 示 为 n 个 随机 变量 Xi X2, Xa, … ,Xn 的 和 ， 


英语 来 表示 就 是 linearity of 




















蝇头 
































及 一 X1 十 X2 十 X3 十 … :十 和 nm 
则 下 式 成 立 。 
EI[X|= EI[Xi| 十 五 [X?] + E[X3]+ +- E[Xn)] 
©O iO oO 
“米尔 嘉 学 姐 ! ” 泰 杀 拉 充 满 干劲 地 举 起 手 ， 像 往 各 一 样 提问 。 








“ 泰 条 拉 ， 有 什么 问题 吗 ? ”米尔 嘉 问 道 
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线性 法 则 ”的 例子 。” 泰 条 拉 如 











会 说 “ 帮 我 举 个 例子 " 之 类 
















































































重视 的 














号 。 泰 末 拉 正 摩 拳 擦 














“不 ， 我 想 举 一 个 刚才 提 到 的 ‘期望 的 
是 回 管 。 

我 吃 了 一 惊 。 

我 满 以 为 泰 休 拉 会 问 什么 问题 …… 或 
的 。 但 是 我 猜 错 了 ， 她 原来 是 想 自 己 举例 子 。 

“示例 是 理解 的 试金石 ”……… 这 是 我 们 
掌 ， 打 算 通 过 举例 子 来 展示 自己 所 理解 的 内 






















































































谷 。 
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“ 咽 …… 总 之 先 试 着 设 一 个 随机 变量 。” 
泰 打 拉 想 了 想 台 举例 子 。 我 和 米尔 嘉 在 一 旁 静 静 等 待 着 。 
OO © oO 

总 之 先 试 着 设 一 个 随机 变量 。 

要 考虑 与 “和 ”有 关 的 例子 对 吧 ? 那么 ， 呢 :……: 比如 说 ， 我 们 掷 2 次 
锅子 吧 。 然 后 ， 把 第 1 次 掷 出 的 点 数 与 第 2 次 掷 出 的 点 数 相 加 得 到 的 随 
机 变量 设 为 XX……… 嗯 嗯 ， 就 这 样 。 

将 第 工 次 括 出 的 点 数 的 随机 变量 设 为 X1。 

将 第 2 次 掷 出 的 点 数 的 随机 变量 设 为 X2。 

好 ， 这 样 的 话 ， 式 子 

及 一 和 1 十 和 2 
成 立 。 现 在 ， 我 们 想 要 确认 该 例子 是 否 符合 
EI[X] = EI[Xi] 十 五 [X?] 
对 吧 ? 所 以 ， 接 下 来 我 们 就 来 调查 左边 BI[X] 的 值 与 右边 BE[X1] 十 五 [X2] 
的 值 是 否 相等 ! 

先 求 左边 E[X] 的 值 

随机 变量 X 是 掷 2 次 骨 子 的 点 数 之 和 。 也 就 是 说 ，X 的 取 值 范围 为 
2 到 12， 目的 情况 下 和 最 小 ， 为 2， 鲜 目的 情况 下 和 最 大 ， 为 12。 

现在 ， 我们 来 计算 X 的 期 望 。 为 此 ， 必 须 先 求 X= 2 的 概率 、XX 二 3 
的 概率 直到 X = 12 的 概率 。 

好 ! 为 防止 出 现 错 误 ， 我们 先 画 一 张 表格 。 
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第 2 次 
1 2 3 4 5 6 
加 | 问 ] 回 图 加 图 
中 2 3 () 5 6 7 
和 白 3 (4 5 6 7 
3 
第 1 次 四 () 5 6 7 8 
由 |5 6 7 8 9 10 
加 |6 7 8 9 10 4 
由 7 8 9 10 11 12 

















掷 2 次 货 子 得 到 的 点 数 的 和 











表 中 出 现 6 x 6 = 36 个 点 数 ， 每 一 个 点 数 出 现 的 概率 都 是 南 。 
也 就 是 说 ， 只 要 按照 这 张 表格 计数 ， 我 们 就 可 以 得 到 相应 的 概率 。 
比如 说 ， 表 中 有 3 个 4 点 (已 经 用 〇 标 上 了 , 是 3 个 没 错 吧 ? ) 这 样 一 
来 ，X==4 的 概率 就 是 下 面 这 样 。 













































































下 


















































准备 已 经 做 好 了 。 那 么 ,我们 开始 根据 期 望 的 定义 来 计算 B[X]， 也 
就 是 “用 概率 加 权 各 个 值 再 求 和 ”。 













































































EI[X] =2.Pr(X =2)+3:Pr(X=3)+4.Pr(X=4)+5.Pr(X =5) 
+6.Pr(X=6)+7.Pr(X=7)+8:.Pr(X=8)+9.Pr(X =9) 
+10. Pr(X =10)+11: Pr(X =11)+12. Pr(X = 12) 








“36 
3 2 1 
a 

2+6 二 12 十 20 十 30 二 42 十 40 十 36 十 30 十 22 十 12 


36 








252 
36 
学 党 
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因此 ， 结 果 为 B[X] = 7。 也 就 是 说 ， 掷 两 次 观 子 时 ， 和 的 期 望 


再 求 右边 E[Xi] 十 E[XX2] 的 值 
我 们 接着 来 求 “ 期 望 的 和 ”这 一 部 分 。 


















































期 彰 等 于 7。 


根据 定义 ， 第 1 次 掷 蜗 子 时 出 现 的 点 数 的 期 望 B[X1] 如 下 所 示 。 


6 
= 》 R.( 掷 出 点 数 为 上 的 概率 ) 








































































































El 
1 1 1 1 1 
0 
_ 1+2+3+4+5+6 
加 6 
-21 
6 
= 3.5 
因此 ， 结 果 为 B[X1] = 3.5。 也 就 是 说 ， 第 1 次 掷 骨 子 时 出 现 的 点 数 
的 期 望 为 BD;s 
第 2 次 搁 出 的 点 数 的 期 望 BE[X2] 可 以 用 同样 的 方法 来 计算 ， 得 出 
EB[X2] = 3.5。 因 此 ， 结 果 为 BE[X1] 十 PB[X2] =7。 我 们 可 以 看 出 ， 掷 2 次 





























奶子 时 ， 各 自 期 望 的 和 等 于 7。 














看 ~ 看 ! 这 样 就 完成 了 。 











E[X] = ELX1] + ELX2] 

















的 确 是 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 7”! 
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“的 确 是 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 "1! ” 泰 菏 拉 脸 上 渤 着 红晕 ， 接 着 说 
“这 样 ， 我 就 举 出 了 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ”的 例子 了 吧 ?” 
“很 好 。” 米 尔 嘉 一 边 轻 描 淡 写 地 回应 , 一边 在 我 的 笔记 本 上 写 下 这 
a[57( )|=>(z| |) 
”和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” 这 一 性 质 可 以 这 样 形 象 地 写 出 。 从 期 望 
的 线性 法 则 得 出 求 和 符号 》 ( ) 与 期 鹿 符 号 EB[| ] 可 以 互 换 。 令 人 
心 的 是 ， 期 望 的 线性 法 则 对 任何 概率 分 布 函 数 都 无 条 件 成 立 。” 
5.3 二 项 分 布 
5.3.1 硬币 的 话题 
米尔 嘉 从 座位 上 站 起 来 ， 一 边 用 食指 比划 着 圈 圈 ， 一 边 绕 着 我 们 来 
回 走 动 。 她 像 是 在 思考 着 什么 ， 看 得 出 她 很 开心 。 每 当 她 轻 轻 牌 头 时 ， 
长 发 便 像 波浪 一 样 安静 起 估 。 从 窗 边 时 而 吹 进 一 阵风 来 ， 将 那 波浪 鼓 起 。 
米尔 嘉 。 
虽说 米尔 嘉 有 时 会 露出 任性 、 爱 冲动 、 爱 胡 亲 的 ， 但 她 面 对 数 
学 时 ， 是 坦率 而 真挚 的 ， 与 学 习 数 学 的 人 相处 时 ， 也 显得 很 有 了 耐心。 是 
该 说 她 性 格 复杂 呢 ， 还 是 该 说 她 性 格 单纯 呢 ? 我 搞 不 大 明白 。 
“我 们 来 谈 谈 硬币 的 话题 吧 ! ” 
米尔 嘉 一 边 说 着 ， 一 边 回 到 座位 ， 轻 轻 推 了 下 金属 框 眼镜 ， 全 在 
我 的 笔记 本 上 写 问 题 。 
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问题 5-1 ( 二 项 分 布 ) 























假设 硬币 出 现 正面 的 概率 为 p， 出 现 反面 的 概率 为 9， 我 们 抛 冯 次 
硬币 ， 求 出 现 天 次 正面 的 概率 Pn(k)。 其 中 , p 十 q=1,0<k<no 
























































































































































“这 很 简单 川 。 我 说 ,“ 首 先 ， 如 果 抛 见 次 硬币 时 有 玉 次 为 正 
么 出 现 反面 的 次 数 就 是 n 一 次 。” 


“确实 ， 没 错 。” 泰 打 拉 点 头 赞成 。 



































































































































“如 果 一 开始 连续 出 现 上 次 正面 ,之 后 连续 出 现 n 一 次 反面 ， 则 概 
率 如 下 所 示 。” 
n 个 p 或 g 
pxXpxXpxX::+Xpxgxqxqx...xg=p"g"* 
We == .== 


天 个 2 nk 个 g 


“是 的 。” 


6 























晶 是 ， 不 是 必须 一 开始 就 连续 出 现 












































次 正面 。 抛 n 次 硬币 ， 只 要 
中 恰 有 次 出 现 正 面 就 可 以 了 。 这 表示 需要 相 加 的 次 数 是 
个 的 组 合 的 个 数 ， 也 就 是 乘 上 (2)。” 
“原来 如 此 !1 ” 泰 条 拉 说 。 
米尔 嘉 默 不 作 声 地 听 我 说 明 。 

“因此 ， 所 求 的 Pa(k) 就 是 这 样 。” 我 说 。 


一 


对 个 中 选取 

































































5.3 


解答 5-1( 二 项 分 布 ) 
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。 米尔 嘉 说 ,“P(K) 是 使 用 








和 1 ” 泰 条 拉 叫 出 声 来 。 


用 Pa(k) 来 表示 (p 十 q)” 吧 。” 米尔 嘉 继续 i 





6 的 确 



























































(p 十 q)” 的 第 





"二 Pr(n) 





(p+q)"= Pa(0)+ Pn(1)+ Pn(2)+:.… + Pa,(k) 

















的 但 





现 ,“ 这 个 式 子 


9 等 于 1 对 吧 ? 因 

















“原来 如 此 ……” 我 有 了 新 的 发 























二 1， 所 以 (p 十 g)” 也 就 等 于 1 了。” 


























为 D 十 9 














4 (z +)" 








中 二 ?9 





真 让 和 采 拉 说 ,“ 我 
种 “mn 次 方 的 式 子 ' 展开 的 定理 : 
式 定理 与 “ 抛 n 次 硬币 ， 出 现 
啊 ，Pn(k) 是 概率 分 布 函 数 
“都 可 以 。 如 果 把 k 当 作 变 量 ， 
当 作 常数 ，Pn(k) 就 是 概率 。 米尔 嘉 
分 布 函数 来 思考 


Pn(1), Pn(2),:…:, Pn(n)。o 




















人 人、\ 





村 

















啊 不 ， 虽 



























































ed | 





























E?” 





呀 
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我 们 抛 n 次 硬币 的 时 候 ， 











译 者 注 








中 注意 式 子 右边 第 1 项 代表 的 是 P,(0)。 








水 为 二 项 式 完 理 只 是 为 了 1 
然 的 确 
E 面 的 次 数 的 概率 分 布 函数 ” 相关 联 


Pn(k) 就 是 概率 分 布 函 
“另外 ,将 Pn(k) 当 























:那样 的 ， 但 


AE 









































数 ; 如 果 和 
作 概 率 








时 ， 它 就 被 称 作 二 项 分 布 。 二 项 分 布 将 1 


分 配给 


分 Pn(0), 























假设 出 现 正 画 
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次 数 的 随机 变量 为 X， 则 随机 变量 X 服从 二 
米尔 嘉 坚 起 食指 接着 说 。 











分 布 。 





























5.3.2 二 项 分 布 的 期 望 


问题 5-2 (二 项 分 布 的 期 望 ) 











“那么 ， 我 们 来 求 服 从 二 项 分 布 的 随机 变量 X 的 期 望 吧 。 


面 的 概率 为 g, 我 们 抛 n 次 





























假设 硬币 出 现 正面 的 概率 为 p， 出 现 反 

























































































米尔 问 像 指挥 家 一 样 指 癌 泰 休 拉 。 
“ 泰 末 拉 ， 你 来 答 一 下 mn == 3 的 情况 。” 

















硬币 ， 求 出 现 正 面 的 次 数 的 期 渭 。 其 中 p 十 gq= 1。 












































“好 的 ， 我 来 求 B[X] !” 泰 打 拉 沉着 地 提 











“等 一 下 ,” 米 尔 嘉 打 断 泰 打 拉 ,“ 先 说 明 

“了 … 好 的 。 我 们 先 按部就班 地 导入 

的 次 数 为 随机 变量 X。 接 着 ， 我 们 要 计算 当 
“很 好 。” 



















































































出 自动 铅笔 ,打算 在 笔记 本 
和 表示 什么 。” 

随机 变量 ， 现 在 设 出 现 正 
m 二 3 时 和 的 期 望 已 [X]。” 

































































OO 9 oO 












































“ 嗯 ， 从 随机 变量 的 期 疹 的 定义 中 可 以 看 出 以 下 式 子 成 立 。” 


从 随机 变量 的 期 望 的 定义 中 可 以 看 出 以 下 式 子 成 立 。 





EIX | 






































使 用 二 项 分 布 的 定义 ， 改 写 上 式 中 的 Pr(X=k)。 
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-Dr (an 
k=0 




















后 





因为 k>n 时 (%) =0, 所 以 , 我 们 只 要 考虑 从 0 到 n 的 和 就 可 以 了 ,对 1 


ge 
k=0 























那么 ， 在 这 里 我 们 令 n = 3。 




















因为 = 0 的 项 会 等 于 0， 所 以 我 们 只 要 考虑 k= 1, 2, 3 的 项 就 可 以 了 。 


3 3 
a 天 . (wa 一 站 3 
RE 


= Pe-o +2 (3)ra-o + (5) -2 


号， 在 这 里 我 们 使 用 (3) = 3, (3) = 3, (3) = 1。 











展开 >， 。 












































=1.3p (1—p) +2.3p (1—p) +3.1p°(1—p)" 




















整理 式 于 Re 





一 3D(1 一 D) 2 十 6p2(1 一 D) 十 3p3 





将 (1 一 2) 与 p*(1 一 p) 展 开 。 
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继续 展开 。 
一 3Dp 一 6p2? 十 3D3 十 6p2 一 6D3 十 3D3 
合并 同类 项 …… 
二 3p 十 (6 一 6)p” 十 (3 3)p 
啊呀 呀 呀 ! 
=3p 
©O © oO 




















“啊呀 呀 呀 !” 泰 打 拉 叫 出 声 来 ，“p?* 与 23 的 项 全 部 消去 了 ! 剩 下 的 












































E[X]=3p ”服从 二 项 分 布 Ps(%k) 的 随机 变量 和 的 期 望 
































“原来 如 此 。” 我 好 像 发 现 了 规律 ,“ 如 果 n=3 时 EB[X]=3p 的 








Ty 




































































话 ed 
“我 来 我 来 我 来 ! 一 般 化 的 结果 很 可 能 就 是 B[X] = np, 一 定 是 这 
样 。 那 么 ,我 们 现在 来 证 明 这 个 猜想 ,对 n 使 用 数学 归纳 法 ! ” 


















































今天 的 泰 末 拉 脑 筋 转 得 真 快 啊 。 她 “ 啊 ” 地 拿 出 自动 铅笔 ， 呼 吸 也 变 
得 有 些 急 促 。 正 当 她 打算 在 笔记 本 上 计算 时 。 
“等 一 下 。 米尔 嘉 示 意 她 停 下 ,“ 使 用 期 望 的 线性 法 则 吧 。” 
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5.3.3 划分 为 和 的 形式 












































期 望 的 线性 法 则 …… 这 是 什么 意思 ? ” 泰 条 拉 疑 惑 不 解 。 


“期 望 的 线性 法 则 提示 我 们 “将 随机 变量 划分 为 和 的 形式 '。” 米 尔 


证 











































































































嘉 说 。 

“划分 为 和 的 形式 ……” 

“现在 我 们 打算 求 抛 郊 次 硬币 时 ， 出 现 正面 的 次 数 的 期 望 。 那 么 ， 我 
们 应 该 关注 的 随机 变量 是 什么 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 

















人 





I 
TI 








“是 出 现 正 面 的 次 数 。 设 出 现 正 面 的 次 数 为 随机 变量 X。 
“那么 ， 我 们 建立 新 的 随机 变量 Xn 吧 。 米尔 喜 说 。 



















































































. 若 硬 币 为 正 日 双 等 于 1 
. 阁 硬 币 为 反 凋 Xk 等 于 0 










































































“正面 为 1， 反 面 为 0 的 随机 变量 ? ”泰信 拉 机 械 地 重复 着 。 


这 是 “指示 器 '1” 我 豁然 开朗 ， 叫 出 声 来 , “就 是 我 们 讨论 顺序 查 
找 算法 的 时 候 ， 设 变量 为 8…… 












































作 














“ 能 找到 目标 数 时 3 等 于 1 
:无 法 找到 目标 数 时 3 等 于 0 
































这 和 那个 很 相似 啊 。” 

“ 没 错 。” 米尔 嘉 露出 微笑 ,“ 就 像 这 个 Xi 一样， 通过 1 或 0 来 表示 
某 事件 是 否 发 生 的 随机 变量 ， 我 们 称 为 指示 器 随机 变量 中。 
“原来 如 此 ! ”我 说 。 

“抱歉 ，Xh 的 是 指 一 一 ” 泰 打 拉 间 。 



















































































Q@ 指示 器 随机 变量 (indicator random variable )， 也 被 称 作 “ 随 机 指示 变量 ” 
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一 1,2,3, 7 哦 。 米 尔 嘉 回答 ,“ 指 示 器 随机 变量 Xx 的 总 和 
等 于 随机 变量 X。 泰 条 拉 你 能 理解 这 个 吗 ?” 

及 一 XI 十 X2 十 X3+ Xk+ Xn 

“ 理 …… 理解 不 了 。” 泰 打 拉 把 头 摇 得 像 拨 浪 嘉 似 的 。 

“耐心 探求 随机 变量 是 什么 吧 。” 米 尔 嘉 说 ,， “XX 是 表示 硬币 出 现 正 面 
的 次 数 的 随机 变量 。 第 次 抛 硬 币 时 ， 如 果 硬 币 为 正面 ，Xi 等 于 1; 如 
果 为 反面 ，X 等 于 0， 这 就 是 随机 变量 Xk。” 

“ 呆 这 没 问 题 。 

“那么 ， 当 n= 3 时， 假设 硬 币 按 “ 正 一 反 一 正 ” 的 顺序 出 现 。 

“ 啊 ， 又 要 用 到 举例 了 咖 ， 让 我 想 想 。 抛 第 1 次 时 ……… 

' 抛 第 1 次 时 ， 是 正面 (Xi1 =1) 

“ 抛 第 2 次 时 ， 是 反面 (X2=0) 

' 抛 第 3 次 时 ， 是 正面 (Xs =1) 
这 样 , 出 现 正面 的 次 数 X= 2。 啊 啊 .…… 的 确 X = Xi 十 Xs 十 X3s 成 立 啊 。 
米尔 嘉 学 姐 ， 我 明白 了 ! Xx 是 检查 第 大 次 抛 硬币 时 ， 出 现 的 是 正面 (1 ) 
还 是 反面 (0 )， 而 把 它们 全 部 加 起 来 就 会 得 到 六 …… 这 样 就 理所当然 地 
知道 了 一 共 出 现 了 几 次 正面 !” 

“很 好 。” 米 尔 嘉 点 点 头 ,， “使 用 指示 器 随机 变量 计数 非常 方便 。” 
5.3.4 指示 器 随机 变量 

使 用 指示 器 随机 变量 计数 非常 方便 。 

比如 ， 我 们 创建 一 个 指示 器 随机 变量 C。 抛 一 枚 硬币 时 ， 如 果 出 现 
正面 ，C 等 于 1; 如 果 出 现 反 面 ，C 等 于 0。 

随机 变量 C 的 期 望 五 [C] 等 于 多 少 呢 ? 
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在 计算 时 要 注意 随机 变量 C 能 取 到 的 值 只 有 两 种 。 























EIC]=1.Pr(C=1)+0. Pr(C=0) 
EG = 


E[C| = Pr(C=1) 














成 立 。 这 个 等 式 说 明 ， 指 示 器 随机 变量 的 期 望 ， 等 于 指示 器 随机 变量 为 
1 时 的 概率 。 





















































现在 回 到 我 们 的 问题 ， 求 拖 n 次 硬币 时 ,硬币 出 现 正面 的 次 数 的 
望 EB[X]。 刚 才 我 们 已 经 将 XX 划分 为 像 Xi 十 XX2 十 XX3 十:… 十 Xn 这样 
的 和 的 形式 ， 现 在 我 们 继续 从 这 里 讲解 。 








CE 
















































































五 [X] = 五 [Xi 十 X2 十 Xas 十 … 十 Xn] 





























利用 期 望 的 线性 法 则 。 








= E[X1| + E[X2] + E[X3] +...+ EIX,] 





























因为 Xx 是 指示 器 随机 变量 ， 所 以 ， 它 的 期 望 等 于 指示 器 随机 变量 为 1 时 
的 概率 。 

















=Pr(X1=1)+Pr(X2=1)+ Pr(X3=1)+:…++ Pr(Xn= 1) 











第 天 次 抛 硬币 出 现 正 面 的 概率 ， 等 于 问题 中 给 出 的 P。 









































一 了 十 了 十 六 十 … 十 D 
\ 一 一 -一 
n 个 


= Np 
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解答 5-2 (二 项 分 布 的 期 望 ) 


























假设 硬币 出 现 正面 的 概率 为 2， 出 现 反面 的 概率 为 9， 抛 双 次 硬币 ， 
出 现 正面 的 次 数 的 期 望 为 






























































np 

















“ 族 ? 不 知 不 觉 中 就 轻 轻 松 松 地 求 出 了 结果 呢 !1” 


“我 们 让 指示 器 随机 变量 对 出 现 正面 的 次 数 进行 计数 。 






















































































:期望 的 线性 法 则 ， 提 示 “ 将 随机 变量 划分 为 和 的 


* 指示 器 随机 变量 ， 提 示 “ 可 以 用 概率 求 出 期 望 ， 





式 吧 ” 





NN 








































































































如 果 能 将 二 者 合 二 为 一 ， 就 能 轻松 地 求 吕 





期 望 。” 


o 





Ls 


5.3.5 快乐 的 作业 
“放学 时 间 到 了 。” 图 书 管理 员 瑞 谷 老师 宣布 道 。 已 经 到 这 个 时 候 了 咱 
He 米尔 亮 学 姐 ， 我 们 为 什么 要 思考 像 平 均值 或 期 望 这 种 东 
西 呢 ?” 泰 打 拉 一 边 收拾 一 边 问 
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“因为 我 们 想 要 定量 地 研究 事件 。 随 机 变量 能 通过 随机 试验 取 到 各 种 
各 样 的 值 。 当 出 现 大 量 的 值 时 ， 自 然 要 对 它们 进行 归纳 整理 。 平 均值 也 
就 是 期 望 ， 是 将 随机 变量 可 以 取 到 的 很 多 值 通过 归纳 整理 后 得 到 的 值 的 


可 






















































































































































































































































































“归纳 整理 后 的 值 ……” 
“ 接 下 来 是 快乐 的 作业 时 间 。” 米 尔 嘉 






































已 
了 7 


片 展示 给 我 们 看 。 
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问题 5-3 ( 直到 出 现 所 有 点 数 的 期 望 ) 
不 断 丘 蜗 子 ， 直 到 掷 出 所 有 点 数 。 
求 此 时 掷 仙 子 的 次 数 的 期 望 。 

























































































“这 是 村 木 老师 给 的 卡片 吗 ?” 我 问 。 
“ 没 错 ， 我 已 经 解 出 来 了 ， 抛 硬币 真 开 心 。” 
硬币 ?米尔 嘉 把 骨 子 说 成 硬币 了 吗 ? 


























5.4 直到 所 有 事情 发 生 


5.4.1 不 知 何 时 
这 里 是 我 家 ， 现 在 是 深夜 ， 父 母 已 经 睡 着 了 。 
我 一 个 人 竺 在 自己 的 房间 。 
学 校 的 功课 已 经 做 完 ， 是 时 候 开始 我 的 数学 学 习 了 。 
我 想到 了 和 秦 条 拉 。 她 不 仅 会 说 “我 不 明白 ”"， 还 会 去 思考 “我 哪里 不 
明白 ”; 她 不 仅 会 提问 ， 还 会 自己 举例 子 ; 她 不 仅 听 我 们 讲解 ， 还 会 自己 
归纳 要 点 。 她 的 成 长 真是 令 人 刮目相看 …… 啊 ， 现 在 不 是 摆 学 长 架子 的 
时 候 ， 我 也 必须 抓紧 时 间 让 自己 成 长 。 
我 想到 了 米尔 嘉 。 我 们 谈论 期 望 的 话题 时 ， 她 立刻 就 提 到 了 期 望 的 
线性 法 则 。 这 一 定 是 因为 在 米尔 嘉 的 大 脑 中 ， 错 综 复 杂 的 概念 已 然 融 会 
人 贯通。 她 将 掌握 的 数学 概念 ， 组 成 一 个 美丽 的 小 宇宙 。 被 她 提醒 后 ， 我 
会 发 觉 期 望 的 线性 法 则 是 “理所当然 的 ”。 但 被 米尔 嘉 提 醒 前 ， 我 却 没 能 
想到 期 望 的 线性 法 则 。 


作 杀 拉 ， 还 有 米尔 过 。 
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和 她 们 比 起 来 ,我 











不 对 。 和 别人 上 
时 遇 到 的 问题 ， 




















我 学 习 

















次 将 这 个 问题 解 出 ， 




















5. 

















日 是 主观 上 却 有 
































消极 循环 了 。 
不 对 的 。 











大 多 是 已 经 被 别人 














也 不 会 成 家 


所 不 同 。 


i 什么 伟业 


























， 对 我 














有 意义 的 。 
































年 的 我 来 




















对 | 


可 题 就 是 





















































5 

































































人 问题 时 。 






































4.2 能 尽 全 力 吗 


送 者 的 





那 


问题 5-3 ( 直到 出 现 所 有 点 数 的 期 望 ) 








不 断 掷 仍 子 ， 直 到 瑚 出 


























所 有 点 数 。 























求 此 时 掷 仍 子 的 次 数 日 


期望 。 





| 








这 个 问题 ， 竺 























但 是 ， 不 能 大 意 。 





看 并 不 是 


























VV 





先 根据 条 件 举例 吧 ， 没 丰 


具体 的 示例 














我 们 来 掷 仍 子 ， 假 设 所 


有 





的 点 数 都 按 

















自然 是 从 白 到 四 





阴 上 
一 共 搓 了 6 次 角子。 








的 6 种 。 不 





ad 





相 

















断 掷 仍 子 ， 























对 由 























如 在 极端 的 情 ; 


ER 














“， 假 设 点 数 按 从 由 


cE 从 下 和 手 啊 。 
同 的 概率 出 
二 到 掷 出 所 有 点 























到 血 的 顺 


解 出 来 的 问题 。 


在 客观 上 来 说 





因此 ， 








意义 的 。 








即 


是 


出 现 的 点 数 
， 我 








六 出 现 。 这 时 ， 
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和 白人 一 自 一 四 一 和 四 一 加 一 筷 据 6 次 明 子 ， 掷 出 所 有 点 数 

6 次 掷 出 全 部 点 数 ， 顺 序 怎 样 都 可 以 。 

癌 信 自生 一 因 一 自 一 固 掷 6 次 蜗 子 ， 掷 出 所 有 点 数 
但 是 ， 只 掷 6 次 般 子 就 得 到 所 有 点 数 是 非常 幸运 的 事情 。 

如 果 说 在 中 途 重复 掷 出 了 白 ， 掷 出 所 有 点 数 就 需要 掷 7 次 贷 子 。 
四 一 白人 一 自 } 口 ;加 清册 清国 掷 7 次 吉 子 ， 掷 出 所 有 点 数 
这 种 情况 下 ， 掷 了 了 次 般 子 。 

那么 因为 这 个 问题 最 重要 的 概念 是 “ 掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 人 般 子 


的 次 数 "， 所 以 给 它 起 个 名 字 为 随机 变量 














[也 









































































































































将 “ 掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 仍 子 的 次 数 "” 设 为 随机 变量 忆 。 
随机 变量 X 的 值 ， 在 运气 好 的 时 候 可 能 为 6， 运气 差 的 时 候 会 无 限 
大 。 比 如 我 们 想象 这 样 一 种 情况 : 一 开始 的 时 候 顺 利 地 撕 出 许多 种 点 数 ， 
但 是 最 后 一 种 点 数 怎么 也 掷 不 出 来 。 
四 一 口 一 国 一 口 一 国 一 力 一 国 一 四 一 国 一 日 一 日 一 四 一 白 





掷 奶 子 的 次 数 ” 设 为 随机 变量 X 了， 所 以 这 个 问题 要 求解 的 六 

















掷 了 13 次 ， 终 于 掷 出 了 所 有 点 数 ( 和 = 13 ) 














在 这 个 例子 中 ， 到 掷 日 
里 ， 做 到 这 里 ， 



































的 意思 明朗 多 了 。 








问题 





A 























的 1 


量 X 的 


期 望 E[X]。 





诅 











期 


[就 








以 了 。 


口 























最 后 的 四 为 止 ， 一 


的 定义 是 B[X] = 5 ?ocx : Pr(X = cx), 





五 经 


a 


将 “ 撕 

















入 撕 了 13 次 骨 子 。 
上 所 有 点 数 时 ， 

















i 是 随机 变 


因此 只 要 计算 P(X = cx) 
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比如 可 以 说 Pr(X=1)=0， 因 为 仅仅 掷 一 次 仍 子 不 可 能 掷 出 6 种 点 
数 。 因 此 ,天 = 1 的 概率 为 0。 同样 的 ， 掷 蜗 子 次 数 X 小 于 6 时 概率 都 
为 0。 也 就 是 说 ,Pr(X=2)、Pr(X=3)、Pr(X=4)、Pr(X=5) 都 

































































那么 ，Pr(X= 6) 怎样 呢 ? 掷 6 次 般 子 就 能 掷 出 所 有 点 数 的 概率 ， 也 
就 是 一 次 也 没有 掷 出 过 重复 的 点 数 的 概率 。 结 果 很 容易 计算 ， 首 先 …… 




































































上 的 点 数 可 以 是 任何 一 种 (6 种 情况 )。 
对 应 上 述 每 一 种 情况 ， 


第 2 次 掷 出 的 点 数 可 以 是 第 1 次 扫 


站 
dt 
js 
沪 
3 
| 















































C3 





出 的 点 数 以 外 的 任意 点 数 (5 种 情 


















































对 应 上 述 每 一 种 情况 ， 
第 3 次 掷 出 的 点 数 只 能 是 除去 前 2 次 搁 出 的 所 有 点 数 以 外 的 点 数 (4 










































































对 应 上 述 每 一 种 情况 ， 
第 4 次 掷 出 的 点 数 只 能 是 除去 前 3 次 拖 出 的 所 有 点 数 以 外 的 点 数 (3 


































































































对 应 上 述 每 一 种 情况 ， 

第 5 次 搓 出 的 点 数 只 能 是 除去 前 4 次 掷 出 的 所 有 点 数 以 外 的 点 数 (2 
种 情况 )。 
对 应 上 述 每 一 种 情况 ， 

第 6 次 搓 出 的 点 数 只 能 是 除去 前 5 次 掷 出 的 所 有 点 数 以 外 的 点 数 (1 
种 情况 )。 




























































































































































































因此 ……… 结果 就 是 这 样 的 。 
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6x5x4x3x2xl1 

6x6x6x6x6x6 
6! 

”65 





大 全 本 二 


























接着 来 思考 应 (X = 7) 的 情况 吧 。 和 = 了 时 ， 掷 出 的 点 数 仅仅 重复 了 
一 次 。1 到 6 的 点 数 都 有 可 能 重复 ， 一 共有 6 种 情况 。 哎 呀 ， 在 据 7 次 般 
子 的 过 程 中 ， 还 必要 注意 是 在 哪里 重复 的 。 比 如 ， 假 设 在 搓 出 白 一 白 一 
四 一 由 一 国 一 四 的 过 程 中 ,四 为 重复 的 点 数 。 







































































































































































































































































1 6 2 3 4 5 6 
> > > ==> > > 

2 6 3 4 5 6 
> > > (> > a 

1 2 3 6 4 5 6 
> > > 国 一 四 一 > 

1 2 3 4 6 5 6 
> > > = > > 

1 2 3 4 5 6 6 
> 回 一 回 一 因 一 加 一 > 攻 

就 是 这 样 …… 族 ? 

等 一 等 

mF 本 oo 

这 样 完全 不 行 啊 。 

最 开始 的 例子 就 错 了 。 
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2 4 


癌 汪 则 二 自考 白 二 四 二 外 二 自述 第 几 次 时 才 出 现 所 有 点 数 呢 ? 





















































此 时 ， 并非 第 7 次 , 而 是 第 6 次 就 已 经 掷 出 了 所 有 点 数 。 当 掷 出 固 
后 ， 就 已 经 掷 出 了 所 有 点 数 。 也 就 是 说 ， 在 这 种 情况 下 不 能 将 次 数 计 为 
和 =7， 必 须 计 为 和 =6。 

这 个 问题 可 真是 束 手 啊 …… 

而 且 ， 如 果 研 究 Pr(X= 8) 的 话 ， 重 复 的 数字 又 要 增加 了 |! 

啊 ， 真 是 头疼 。 话 说 回来 ， 按 这 种 方法 思考 下 去 ， 真 的 能 求 出 对 于 任 
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意 天 的 Pr( 关 =cx) 吗 ? 如 果 求 不 出 来 ， 期 望 BE[X] 的 计算 也 就 无 从 谈 起 。 
我 摸索 到 很 晚 ， 但 还 是 没有 发 现 明确 的 突破 口 。 正 当 我 打算 放弃 ， 


期 望 





















































































































































转 而 通过 大 量 计 算 来 解 题 时 ， 一 阵 困 意 袭 来 。 
我 在 梦 中 不 知 搓 了 多 少 次 仙 子 。 
































不 可 思议 的 是 ， 梦 中 的 仍 子 竟然 变 成 了 硬币 的 形状 。 




















“不 是 硬币 ， 是 般 子 哦 。 我 说 。 
“这 个 骨 子 ， 是 硬币 哦 。” 米 尔 训 说 。 











5.4.3 运用 学 到 的 知识 
























































“学 长 ! 早上 好 ! " 充满 活力 的 少女 泰 采 拉 神 我 打招呼 。 
“ 早 啊 。” 我 回 道 。 
在 去 学 校 的 路 上 ， 我 和 泰 打 拉 并 排行 走 着 。 她 走路 的 速度 有 点 快 。 

































































你 解 出 米尔 嘉 学 姐 的 问题 了 吗 ?” 



































“ 没 ， 我 撞 进 了 计算 的 迷 官 里 。 我 说 。 
“我 还 没 做 到 计算 那 一 步 呢 。 泰 淋 拉 一 边 摇头 一 边 说 ,“ 因 为 我 还 不 

















Dy 

» 
沁 
“好 
Ey 
3 
Ne 
[eo] 




































































为 怎样 的 和 来 思考 比较 好 。” 




















“ 认 ?” 泰 洲 拉 也 停 住 脚步 ,“ 怎 么 了 学 长 ?” 
(4 


I 刚 说 一 一 划分 为 怎样 的 和 比较 好 是 吗 ?” 
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“ 嗯 ， 咽 …… 因为 要 用 到 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” 吧 ?” 



































































































































车 讲解 了 那么 多 ， 甚 至 给 出 了 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” 这样 的 
































品读 ， 泰 打 拉 还 举 了 上 有 具体 示例 。 
却 只 想到 直接 通过 定义 来 求 期 望 。 
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我 甚至 都 没有 党 试 将 “不 断 括 奶子 ， 直 到 掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 仍 子 
的 次 数 ” 这 一 随机 变量 X "划分 为 和 的 形式 ”这 条 路 。 

和 不 就 是 个 罕 蛋 中? 

“学 长 ?” 泰 条 拉 略 微 不 安 地 看 着 我 。 

“ 抱 节 ， 泰 条 拉 。 你 什么 都 没 做 错 。 只 是 我 有 点 震 尺 于 自己 的 笨蛋 
将 深 呼吸 ,，“ 我 把 期 望 的 线性 法 则 访 得 一 干 二 六 
a 发 条 拉 你 思考 到 哪 一 步 了 ?” 

她 这 才 露 出 放心 的 表情 ， 我 们 继续 迈 开 步子 。 

“ 吧 我 也 不 是 特别 明白 。 为 了 运用 期 望 的 线性 法 则 ， 我 想到 将 
掷 蜗 子 的 次 数 划 分 为 和 的 形式 。 因 此 我 试 着 举 出 一 些 例子 ， 可 我 还 是 不 
知道 该 怎么 着 手 。 不 过 我 画 了 “幸福 的 台阶 ” 哦 。” 


“幸福 的 台阶 ? yy 
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“ 嚼 ， 就 是 这 个 
我 们 又 一 次 停 下 脚步 。 她 从 包 里 拿 出 作业 纸 。 
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与 掷 般 子 相 关 的 “幸福 的 台阶 ” 
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里 描述 了 什 











“这 个 图 怎么 看 呢 ?” 我 感受 到 心跳 加 速 ， 隐 约 察 觉 到 






















































































“ 嗯 。 从 左边 按 顺 序 看 。” 泰 打 拉 指 图 说 ， “从 台阶 的 第 1 层 开始 ， 
掷 出 了 白 ， 上 一 个 人 台阶; 在 第 2 层 搓 出 了 白人 加， 再 上 一 个 台阶 ; 在 第 
ae 如 果 掷 出 之 前 掷 出 了 的 点 数 


的 话 ， 就 在 当前 合 阶 保持 不 动 ; 如 果 掷 出 了 新 的 点 数 ， 就 上 一 个 台阶 。 
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“ 哦 哦 ， 原 来 如 此 。” 

“ 因 些 ， 平缓 的 台阶 说 明 连 续 搓 出 了 重复 的 点 数 ， 并 在 最 右边 出 现 了 
新 的 点 数 。” 
“ 泰 末 拉 ， 为 什么 这 个 是 “幸福 的 台阶” 呢 ?” 


为 如 果 出 现 了 新 的 点 数 ， 就 会 向 着 山顶 更 进一步 ， 感觉 
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“不 过 我 真 的 很 惊讶。 这 个 示例 是 将 
































V5 = 2.236067977499789696409173668731276235... 











当 作 规 子 点 数 的 队列 的 …… 第 1 次 掷 出 5 的 情况 竟然 是 在 小 数 点 之 后 的 
36 位 ! 学 长 你 知道 吗 ? ” 
虽然 很 对 不 住 泰 末 拉 ， 我 其 实 没 有 认真 听 。 
“和 泰 来 拉 …… 你 已 经 找到 了 。” 
“ 啊 ? ” 泰 打 拉 朋 着 水 汪汪 的 大 眼睛 。 

“将 掷 般 子 次 数 划分 为 和 的 形式 的 方法 呀 。 
















































































































































































“泰和 杀 拉 的 “ 委 福 的 人 台阶” 已 经 画 得 很 清楚 了 。 这 个 合 阶 整体 的 长 度 
是 “ 掷 出 所 有 点 数 时 ， 手 骨 子 的 次 数 " 。 而 台阶 整体 的 长 度 就 是 各 个 “高 
度 相同 的 层 的 长 度 ` 的 总 和 啊 ! 7” 
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将 “ 掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 蜗 子 的 次 数 ” 划分 为 和 的 形式 
























































5.4.4 尽 全 力 
这 里 是 教室 ， 现 在 已 经 放学 了 。 
我 站 在 讲台 上 。 


























泰 打 拉 和 米尔 嘉 坐 在 第 一 排 。 











“ 竺 福 的 台阶 ” 为 切入 点 ,我 和 泰和 打 拉 人 解 出 了 这 次 的 问题 一 一 求 


























掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 仍 子 的 次 数 的 期 望 。 

















我 正在 同 米 尔 问 说明。 
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“ 掷 出 所 有 点 数 时 ， 掷 仍 子 的 次 数 " 设 为 随机 变量 X。 























XX 等 于 泰 条 拉 的 “幸福 的 台阶 ”的 整体 长 度 。 


















































接着 ,建立 随机 变量 XX;。 它 的 定义 有 点 复杂 ， 它 表示 “假设 已 经 出 












































现 了 了 种 点 数 ， 直 到 掷 出 没 出 现 过 的 点 数 时 ， 掷 般 子 的 次 数 "。 















































就 是 说 ，X; 表示 “ 笠 福 的 台阶” 的 第 了 十 工 层 的 长 度 。 
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可 以 用 X; 的 和 来 表示 X。7 的 取 值 范围 为 0 到 5。 








有 一 Xo 十 XI1 十 Xo2 十 X3 十 X4 十 X5 












































因为 想 求 期 望 B[X]， 所 以 使 用 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” 吧 。 























E[X]= E[Xo+t Xi++X2+X3+X4+ Xs5] 
= E[Xo] 十 五 [X1] + E[X2] 十 瑟 [Xas] 十 五 [X4 十 五 [X5] 




















接 下 来 ， 我 们 进入 对 随机 变量 X; 的 讨论 。 
我 们 可 以 将 最 开始 还 没有 掷 观 子 的 情况 ， 当 作出 现 了 0 种 点 
数 。 在 这 种 情况 下 掷 一 次 骨 子 ， 一 定 会 出 现 之 前 没 出 现 过 的 点 数 ， 因 上 
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Xo=1 


成 立 。 
措 骨 子 时 ， 需 要 考虑 以 下 两 种 情况 。 












































: 掷 出 了 没 出 现 过 的 点 交 
: 掷 出 了 出 现 过 的 点 数 











现 过 的 点 数 的 概率 " 是 多 
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见 7 种 点 数 的 情况 下 ,“ 折 出没 









































见 了 j 种 点 数 ， 也 就 是 说 ,还 有 6 一 7 种 点 数 没 有 出 现 。 






































5.4 直到 所 有 事情 发 生 185 
























































因此 设 “ 搓 出没 出 现 过 的 点 数 的 概率 ”为 yy， 下面 的 等 式 
6 一 7 7 
二 
Py 6 6 
































那么 ， 在 已 经 出 现 过 j 种 点 数 的 情况 下 ,“ 撕 出 出 现 过 的 点 数 的 概率 ” 


是 多 少 呢 ?将 这 个 概率 设 为 dj 吧 。 角 子 的 点 数 一 共 有 6 种 ， 其 中 已 经 出 
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在 “幸福 的 台阶 " 的 第 j 十 1 层 ， 下 一 步 会 依据 概率 pj; 和 qj 而 定 。 
当 掷 出 没 出 现 过 的 点 数 时 ， 就 上 一 个 台阶 ， 此 时 下 一 步 的 依据 就 是 pj+1 
和 qi 了 。 

当然 ， 对 于 任意 7，pj 十 qj = 1 都 成 立 。 
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我 正 讲 到 此 处 ， 米 尔 需 打 了 个 响 指 。 
“我 们 正在 抛 概率 变化 的 硬币 哦 。 


























这 样 啊 ! 我 们 不 是 在 掷 仍 子 而 是 在 抛 硬币 ， 指 的 是 这 人 么 一 回 
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“什么 意思 ? ” 泰 条 拉 一 边 记 笔记 一 边 问 。 


“在 这 个 问题 里 ， 已 经 可 以 抛弃 撕 角 子 这 个 概念 了 。” 我 说 , “把 它 想 





















































成 抛 硬币 ， 硬 币 出 现 正面 的 概率 为 py， 出现 反面 的 概率 为 gq; 就 可 以 了 。 
然后 ， 每 当 硬 币 出 现 正面 时 就 可 以 上 一 个 台阶 。” 
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的 概率 就 会 降低 。 因 为 这 个 硬币 是 下 面 这样 的 。 























* 出 现 正面 的 概率 是 pj 二 1 一 秆 
. 出 现 反面 的 概率 是 9) = 向 
















































































每 当 硬币 出 现 正面 时 就 可 以 上 一 个 台阶 。 
每 当 出 现 正面 时 就 上 一 个 台阶 。 同 时 ， 每 当 上 一 个 台阶 ， 出 现 正面 
































既然 已 经 明白 了 幸福 的 台阶 的 性 质 ， 我 们 来 看 一 看 随机 变量 X; 吧 。 
1 





随机 变量 X; 是 第 j++4 













































































































































































层 的 长 度 ， 这 个 长 度 等 于 大 的 概率 Pr(X7 = 间 
是 多 少 呢 ? 
概率 Pr(X; 二) 等 于 ， 连 续 抛 硬币 “在 出 现 了 k 一 1 次 反面 后 ,出 
现 1 次 正面 的 概率 ”。 
米尔 嘉 告诉 我 的 硬币 模型 来 讲解 真 方便 啊 …… 
因此 ， 下 式 成 立 。 
Pr(X;=k)=q py 连续 出 现 k 一 1 次 反面 后 ， 出 现 1 次 正面 的 概率 
=9 (1 一 gj) 利用 pj;=1 一 gj 
=w 一 展开 











这 样 , 在 7= 0,1,2,3,4,5 以 及 k= 二 1,2,3,… 的 条 件 下 ，Pr(X;==) 

































































值 ， 我 们 求 出 二 1,2,3,:…,n 的 部 分 和 和 RE Pr( 
nn 一 co 时 的 极限 就 可 以 了 。 





Sn 


k=1 
+ 2. Pr(X; = 2) 
+3. Pr(X; = 3) 
ee 


已 确定 ， 也 就 能 计算 随机 变量 X; 的 期 望 B[Xj] 了 。 对 于 任意 的 nn 的 取 
Xi 二 有， 然后 取 
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+n.: Pr(X; = n) 
=1. (9 —%) 
+2.(g7 — q) 
+3. (0 —g) 





























本 
+ng 一 了 .97 
0 4 2 3 | n—1l 
4g Tq4Tq4 T4717 gy Wg 
这 可 以 用 等 比 数 列 的 和 来 计算 。 
1 和 
一 一 证 
1— gj 。 














然后 只 要 取 极 限 就 可 以 了 。 因 为 gj = 亡 ， 所 以 0 和 gj<I 成 立 ， 因 
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五 [Xj] 二 让 < Pr(X; 一 人 
+2.Pr(X; = 2) 
+3.Pr(X; = 3) 











+ k. Pr(X; =k) 
至 lim > Pr(X; 三 "&) 
k=1 
= lm (7 ng 
这 
工 一 95 
1 i 
= 一 将 = 世代 入 
1 一 苹 6 
6 
二 

















也 就 是 说 第 j 十 1 层 的 长 度 的 期 望 是 
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FF， 我 们 终于 可 以 开始 求人 台阶 整体 的 长 





这 相 的 期 望 了 。 




















Qz 我 们 来 证 明 , 当 0 < qj < 1 时 ， lan ng7? 二 0。 如 果 g; 二 0, 结论 显然 成 立 。 如 果 0< gj <1， 
oo 


nn 








、 4 i ， / 
设 a= 土 , 则 a>1, 把 n 看 作 实 数 ，lim mo = lim 训 = lim y= 
95 noo0 7 no00 ~ 0 (Co ) 


译 者 注 


























lim 
人 一 DO 











-= 0。 结论 对 实数 nn 成 立 ， 那么 对 自然 数 n 也 成 立 。 














5.4 直到 所 有 事情 发 生 189 















































= E[Xo] + EI[Xi] + EI[X2| + E[Xs| 十 五 [X4] 十 五 [X5] 
6 6 6 ”6 6 
T6016-116-21t6-31t6-416-5 
_6 6 6 6 6 6 
76t5ta4t3ta+]1 
0 re . 
6 5 4 3 2 1 
a dl : 
和 




















忆 此 ， 不 断 掷 蜗 子 ， 直 到 骨 子 的 所 有 点 数 都 至 少 出 现 一 次 时 ， 掷 山 


子 的 次 数 的 期 望 E[X] 等 于 






























































| 漂亮 的 式 于 咱 





下 











O 





得 到 了 一 个 




















“得 到 了 一 个 干净 漂亮 的 式 子 呀 。” 我 说 。 
“ 真 不 错 。” 米尔 嘉 一 脸 满 足 地 说 。 
“计算 下 来 ，B[X] = 14.7。” 泰 洲 拉 说 ,“ 这 也 就 是 说 ， 平 均 搓 14.7 次 


货 子 ， 才 能 掷 出 所 有 的 点 数 。 意 料 之 外 地 多 呀 
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解答 5-3( 直到 出 现 所 有 点 数 的 期 望 ) 
所 求 的 期 望 是 
































190 第 5 章 期 望 











“顺利 解 出 来 了 呢 。” 我 说 2?。 
“用 调和 数 harmonic number 来 表示 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 

“harmonic number 是 什么 来 着 ? ” 泰 打 拉 问 。 

米尔 嘉 在 我 的 笔记 本 上 写 下 式 子 给 么 末 拉 看 ,我 也 从 讲台 上 回 到 座 
位 观看 。 





















































I 



























































来 表示 X 的 期 涓 的 话 ， 可 以 写作 








所 
3 
| 











E[X|]=6. Hs 

















这 种 形式 。 米尔 嘉 阅 ,“ 这 次 的 问题 可 以 轻松 地 一 般 化 。 我 们 可 以 想象 
货 子 并 非 只 有 6 个 面 ， 而 是 有 ?个 面 。 这 样 ， 通 过 相同 的 计算 能 得 出 

















































































































EI[X|=n.:. Hn 





























QD 问题 5-3 为 期 望 的 经 典 问题 ， 它 被 称 作 “ 赠 券 收集 问题 ”the coupon collector 
problem )。 严 格 来 说 当 概率 空间 为 无 限 集 合 时 必须 进行 标准 化 。 
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求 掷 出 所 有 点 数 时 掷 货 子 的 次 数 的 期 望 (旅行 地 图 ) 
设 掷 般 子 的 次 数 的 随机 变量 为 和 


| 


通过 “地 福 的 台阶 ”将 关 划 分 为 和 的 
入 三 Xo 十 XI 十 十 X5 


| 


“和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ” [Xj] 是 ? 期 望 的 定义 
一 一 co 
EI[X|= E[Xo] 十 五 [XIi] 十 十 五 [X5] ElX;] = > BF 向 
k=0 
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NS 


















































当 作 抛 硬币 来 思考 
硬币 出 现 正面 的 概率 为 p; 
出 现 反面 的 概率 为 q; 
Pr(X; = 人 一 9 





















































小 


EIX;] = q+) + 


| 


等 比 级 数 
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5.4.5 


6 
6 


人 


在 一 片 轻松 的 氛围 中 











第 


期 望 











意料 之 外 的 事情 





日 
































能 和 大 家 一 起 解 出 问 





题 真 





我 能 解 出 来 可 多 亏 了 和 








落 拉 的 “ 季 福 的 侣 




















tt 
二 


我 发 现 了 规律 ，3 



































人 


心 下 

















好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 
大 好 的 米尔 喜 ， 立 



































心 ! ” 泰 末 拉 说 。 


阶 " 呀 。 





















































二 








的 米 


尔 





多 说 了 一 句 话 。 


人 


乃 口 








| 
候 


改 得 挺 好 的 嘛 ， 





看 ， 这 不 





























被 冻结 了 。 





嗓 间 ， 时 间 仿 4 


沉默 的 我 。 
沉默 的 泰 条 拉 。 


沉 睦 








的 ， 米 尔 需 。 


米尔 嘉 是 这 样 说 的 。 




















售 都 


说 话 不 经 思 





琉 忽 大 意 、 






































I 便 是 No Miss… 


尔 喜 是 这 样 说 的 。 


售 都 有 叫 错 人 的 时 候 。 





























郊 的 时 候 。 


Perfect 的 米尔 嘉 孔 一样 


的 


台词。 











O 











5.4 直到 所 有 事情 发 生 
































即便 对 方 是 


不 久 ， 冰 封 站 

















L 时 就 已 经 去 世 的 哥哥 。 





和 时 间 终 于 解冻 。 








米尔 亮 把 笔 i 











忆 本 狠 狠 地 摔 在 我 的 脸 上 ， 跑 出 教室 。 





如 果 我 们 想 要 理解 一 个 给 定 随 机 变量 的 典型 
常常 会 问 及 它 的 “平均 " 
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性 状 ， 
值 ,。 了 


一 一 《有 具体 数学 : 计算 机 科学 基础 (第 2 版 )) [3] 





GD 引用 


O 


页 
































《具体 数学 : 


计算 机 科学 基础 (第 2 版 )》( Ronald L.Graham、Donald E.Knuth、 





ren Patashnik 著 , 张 明 尧 、 张 凡 译 ， 人民 邮 电 出 版 社 ，2013 年 4 月 





。 一 一 译 者 注 
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Date 








我 的 笔记 (二 项 分 布 与 样本 空间 ) 














在 问题 5-2( 二 项 分 布 的 期 望 ) 中 ,我 们 求 得 了 抛 于 次 硬币 时 出 现 正 
下 的 次 数 的 期 望 。 当 时 我 们 思考 了 随机 变量 的 和 (5.3.3 市 )， 那 么 它 背 
后 的 样本 空间 是 怎样 的 呢 ? 

如 果 把 氟 n 次 硬币 作为 一 次 随机 试验 的 话 ， 样 本 空间 8 可 以 像 这 样 








































































































由 





= 人 wv un) | ue Ef 下, 反 },1 <k<n} 


假设 = 3, 样本 空间 8 如 下 所 示 。 





2={ (asvuzus)luk Ef{ 正 , 反 },1<k<3} 
= { ( 正 , 正 , 正 )( 正 , 正 , 反 )( 正 , 反 , 正 )( 
( 反 , 正 , 正 ),( 反 , 正 , 反 ),( 反 , 反 , 正 )( 反 , 反 , 反 )} 















































我 们 设 随 机 变量 X 为 抛 m 次 硬币 时 出 现 正面 的 次 数 ， 并 建立 指示 
随机 变量 XXX， 当 第 有 次 抛 硬币 时 ， 如 果 出 现 正面 则 X# 为 1， 如 果 出 现 
` 面 这 样 的 表格 。 








































































































反面 则 Xi 为 0。 根据 这 些 就 可 以 画 出 
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No. 


Date 







































































Ww X(w) | Xi(wo) Xeo(w) Xa(w) 
正 , 正 , 正 ) 8 1 1 1 
E, 正 , 反 ) 2 1 于 0 
E, 反 , 正 ) 2 1 0 1 
下 ,， 虑 ; 攻 ) 1 1 0 0 
反 , 正 , 正 ) 2 0 1 1 
反 , 正 , 反 ) 1 0 1 0 
( 反 , 反 , 正 ) 下 0 0 1 
( 反 , 反 , 反 ) 0 0 0 0 
根据 这 张 表 格 我 们 可 以 明确 地 发 现 ， 对 于 任何 we2， 都 有 


























X(w) = Xi(w) + X2(w) + Xa(w) 
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7 








第 6 章 


难以 捉摸 的 未 来 





我 找 了 很 久 ， 才 找到 那个 木匠 的 工具 箱 ， 
这 份 厚礼 的 确 对 我 太 有 用 了 ， 
在 当时 比 一 船 黄金 还 要 贵重 得 多 。 


一 《和 鲁 滨 进 漂 流 记 》 


6.1 约定 的 记忆 





“明明 你 说 了 明天 继续 的 。 她 说 。 
我 妃 着 米尔 需 来 到 河畔 。 
身 ， 仰 望 着 天 空 。 





























i 
[= 
上 
二 
Al 
壮 
=TTR 
芯 
线 
LA 









































i 边 天 空 慢 慢 出 现 晚 霞 。 
电车 的 声音 从 远 处 隐约 传 来 。 
二 | 用 一 个 人 也 没 有 。 


有 点 儿 风 ， 但 并 不 冷 。 














7 网 


































































































引用 自 《 重 滨 逊 球 流 记 》( 丹 尼 尔 ' 稍 福 著 , 鹿 金 译 , 中国 宇航 出 版 社 ,， 2017 年 7 月 ) 
第 60 页 。 译 者 注 
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“明明 你 说 了 明天 继续 的 。 她 重复 


住 9 





? 我 不 


难以 捉摸 的 二 





来 
































主 地 想 问 ， 但 还 

















“明天 继续 








二 











的 声 


“明明 说 好 了 


9 声音 非 


“我 
说 着 




















吧 , 今天 你 先 区 


3 2 主 不 同 。 








二 


























舌 























明天 再 见 ， 
常 柔软 ， 而 且 稳 


肌 天 
真 的 想 留 在 你 身边 啊 。 
向 我 ， 我 1 











嫩 。 
































4 























因 了 下 去 。 





有明 你 在 医院 是 这 么 说 的 。” 


究 数 学 的 啊 。” 























LL 





她 将 头 靠 在 我 























,她 将 身体 微微 


























的 


膀 _ 上 ， 

















我 闻 到 一 如 既往 的 橘子 久 











o 

















































































































也 来 到 这 是 


' 的 鼻梁 还 隐 





有 。 被 笔记 本 












































眼 ， 旭 地 闭 这 


的 不 是 我 。 久 
























































着 她 的 哥哥 。 反 反复 复 ， 反 反 


眼 


睛 。 


得 得 
信人 信 0o 






































ti 应 该 在 这 里 

















楚 什 么 是 正确 








局 什么 是 未 


住 答案 。 但 我 训 
































身边 一 一 





















































沿 诅 











单 挥 制服 上 的 灰尘 。 























E 视 着 好 




















下 对面 
点 不 语 。 


沉默 不 语 。 




















o 


















































| 














也 突然 抓 但 
“人 人 家， 明明 想 


手 慢 慢 抹 去 她 脸 科 上 和 残留 的 ; 
我 的 寻 























EE 刀 六 
全 











9 边 啊 ! ” 





E 你 


























一 一 狠 狠 地 咬 了 -| 


6.2 阶 


6.2.1 更 快 的 算法 

从 那 之 后 过 了 几 天 。 

此 人 在 欢度 黄金 周 。 

应 考生 可 没有 那 份 闲暇 。 
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到 泰 打 拉 和 理 纱 坐 在 不 远 处 。 


















































记 本 电脑 。 

















书 室 做 模拟 题 。 不 知 做 了 多 少 道 题 ， 正 当 我 嘴 口 气 休 息 的 时 间 ， 抬 头 看 


热火 朝天 地 讨论 着 …… 严格 来 访 
只 是 一 边 点 着 头 或 摇头 ， 一边 和 往常 一 样 ， 无 声 地 敲 击 着 她 的 鲜红 的 笔 















































上 午 去 听 了 面向 应 考生 的 特别 课程 ， 下 午 我 就 在 这 里 学 校 的 图 
加] 十 同 高 二 也 有 特别 课程 吧 。 她 们 正 

















































































































“学 长 !” 泰 条 拉 冲 我 挥手 打招呼 。 





























“还 在 学 习 算法 吗 ? ”我 走 到 两 人 旁边 。 



























































“ 叫 ， 与 其 说 是 学 习 …… 不 如 说 是 在 思考 算法 的 “速度 '。” 泰 条 拉 一 
边 看 着 笔记 本 一 边 说 ,“ 前 几 天 ， 我们 不 是 分 析 了 顺序 查找 以 及 “ 带 有 哨 















































兵 " 的 修正 版 的 顺序 查找 这 两 
“无 法 找到 ”时 最 耗费 时 间 。 























ey 





个 算法 嘛 。 无 论 哪 一 个 算法 ,都 是 当 输 出 























此 时 它们 的 最 大 运行 步 数 是 这 样 的 。” 

















Ar- 法 


最 大 运行 步 数 





LINEAR-SEARCH 


TL(n) 二 4n++5 





SENTINEL-LINEAR-SEARCH Ts(n)=3n+7 





最 大 运 和 


了 步 数 (nn 是 数列 的 大 小 ) 





“是 呢 。” 我 发 现 友 打 拉 把 算法 工整 地 整理 成 笔记 ,“ 这 个 TL(n) 是 ?” 




















“因为 有 点 杂乱 ， 所 以 我 给 











LINEAR-SEARCH 的 最 天 运 








它们 的 最 大 运行 步 数 起 了 名 字 。 我 将 
行 步 数 命名 为 TL(n), 将 SENTINEL- 
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LINEAR-SEARCH 的 最 大 运行 步 数 命名 为 Ts(n)。” 
“n 指 的 是 数列 的 大 小 对 吧 ?” 
“ 咽 ， 没 错 。 通 过 它 来 比较 算法 的 速度 。 
“比较 两 个 式 子 的 大 小 时 ， 只 要 使 用 减法 就 可 以 了 ， 对 吧 ? ”我 说 ， 
“我 们 常用 的 办 法 是 将 两 个 式 子 相 减 ， 比 较 差 的 正 负 。 也 就 是 这 么 一 区 
让 ， 当 nw 为 自然 数 时 …… 




































































































































































山川 




















TL(n) — Ts(n) = (4n+5)— (3n++7) 
一 4 一 3 十 5 一 7 


=n—2 











这 样 ， 我 们 得 出 当 n > 2 时 ZL(n) 一 Ts(n) > 0 成 立 。 接 下 来 将 Ts(n) 移 到 


等 式 。” 








t 
总 
RE 

> 

















TL(n) > Ts(n) ( 当 n > 2 时 ) 





























“ 叫 ， 这 我 明白 。 也 就 是 说 ， 当 选择 带 有 哨兵 的 顺序 查找 算法 时 ， 只 
要 n> 2， 最 大 运行 步 数 就 会 比 顺序 查找 算法 小 也 就 是 更 快 对 吧 ? 
晶 是 ， 嗯 ……… 当时 米尔 嘉 学 姐 说 一 一 ” 泰 杀 拉 将 食指 点 在 嘴 展 上 ， 努 力 
回想 着 什么 ,“ 米 尔 嘉 学 姐 说 过 ， 分 析 复 杂 问 题 的 时 候 ， 可 以 使 用 渐 近 分 
析 的 方法 ， 对 吧 ? 可 明明 我 们 已 经 有 了 可 靠 的 不 等 式 ， 还 会 有 更 精确 的 
比较 方法 吗 ? 学 长 你 有 什么 线索 吗 ?” 
“没有 ,我 也 不 知道 啊 。” 我 回答 ,， “我 觉得 泰 林 拉 的 观点 是 正确 的 ， 
























































































































































五 




































































































































































‘a 











当 n>>2 时 , y=37z 十 7 的 
认为 跟 顺 序 查 找 算法 相 比 ， 带 



































图 像 总 在 y= 二 42 十 5 下方 






































“是 啊 ! 图 像 真 是 方便 理 角 
“ 呀 ! ” 理 纱 突然 叫 了 一 声 。 

















长 尔 嘉 像 风 一 样 悄然 
似 地 拨 开 米尔 嘉 的 手 。 





6.2.2 ”至 多 为 n 阶 





区 沙拉 说 。 
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。 因 此 ， 我 们 
4 兵 的 顺序 查找 算法 的 运行 步 数 更 少 。” 






































里 纱 的 头发 。 理 





“米尔 嘉和 学 姐 ,” 














Ts(n) = 3n 十 7 还 要 精确 的 分 


























“分 析 未 必 都 要 朝 更 糙 






























































= 

















则 好 像 不 耐烦 


才能 得 到 比 TL(n)=4n 二 5、 








米尔 嘉 一 边 扫 视 着 我 们 ， 一边 快 速 简 洁 地 说 明 与 前 几 天 在 河 
边 时 六 石 人 。 
“要 是 对 算法 分 析 感 兴趣 的 话 ， 就 来 学 一 学 大 O 表示 法 吧 。” 
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Pay 


























来 学 一 学 大 O 表示 法 吧 。 为 了 表示 函数 T(n)， 我 们 采用 











T(n) = O(n) 














这 样 的 表示 方法 ， 称 作 大 O 表示 法 。 
大 O 表示 法 表示 当 的 值 增加 时 ， 陶 数 T(n) 的 增长 趋势 。 
T(n) 表示 算法 的 运行 步 数 ， 也 可 以 把 它 当 作 运 行 时 间 。 我 们 可 以 用 


大 O 表示 法 ， 定 量 地 表示 当 输 入 的 n 变 大 时 ， 运 行 速度 变 慢 了 多 少 。 



































































































































T(n) = O(n) 表示 ， 存 在 自然 数 N 与 正 数 C， 对 于 大 于 等 于 N 的 所 


有 整数 n， 都 有 






































[Tn) | < Cn 

















成 立 。 也 可 以 像 下 





百 这 样 用 逮 辑 表达 式 来 定义 。 
































3VEN 3C>0 wzN|ITn)| < Cn] 
此 时 我 们 说 “函数 T(n) 至 多 为 nn 阶 ”。 


OQ 9 oO 











上 























“抱歉 ” 泰 打 拉 举 手打 断 了 米尔 嘉 的 话 ,， “虽然 我 已 经 熟悉 i 
觉得 有 点 紧张 。 而 且 还 出 现 了 NN 啦 C 啦 这 样 的 字 


[NE 
襄 





































































































“这 不 是 什么 难事 。 让 我 们 思考 T(n) 20 的 情况 吧 。T(n) = O(n) 
表示 , 存在 确定 的 常数 NN 与 C, 使 得 “对 于 大 于 等 于 入 的 n,， 函数 




























































































y= 二 7T(n) 的 图 像 在 函数 y= Cn 的 图 像 之 下 ’。” 
米尔 嘉 说 着 画 了 一 个 简单 的 图 。 























“T(n) 的 大 小 被 n 的 常数 倍 从 J 
个 式 子 的 意义 。” 
“.…… 这 也 就 是 说 ，T(n) ' 不 会 变 得 竺 
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满足 T(n)= 二 O(n) 的 T(n) 的 例子 
































F 方 限制 介 





这 就 是 T(n) = O(n) 这 














| 大” 是 吗 ?” 泰 条 拉 一 边 记 笔 























但 是 ， 当 











这 一 表 


语 十 











人 去 





述 的 话 ， 








是 “不 会 变 得 特别 大 ” 这 
提 到 “不 会 变 得 特别 大 ' 会 使 人 产生 T(n 
nn 一 00 时，T(n) 一 co 也 没 问 
述 让 我们 为 了 实行 定量 化 而 付 H 








可 以 说 























a 














述 方 法 有 个 错误 。 2 9 
超过 某 
第 二 ，' 不 会 变 得 特别 天， 


付 诸 东 流 。 如 果 非 要 用 词 




















个 第 数 的 误解 。 
































T(n) 的 增加 程 
一 般 我 们 称 之 为 “T(n) 至 多 为 见 阶 ”或 关 


英语 来 说 是 at most 吧 


















































无 论 变 得 多 大 ， 充 其 量 》 











与 nn 的 常数 售 相 同 ”。 
部 “T(n) 为 n 阶 ”” 


了 
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泰 洒 拉 接 痢 问 。 


增加 的 程度 。” 米尔 嘉 不 假 思 索 地 回答 。 


“为 什么 要 使 用 字母 O 来 表示 呢 ? 





























“order of growth 





大 O 〇 表示 法 (至 多 为 nn 阶 ) 


T(w) = O(n) 





3NEN 3C>0 wzN {Tn)| < cn] 


< 
< 全 函数 T(n) 至 多 为 n 阶 











“我 来 出 题 唆 。 米尔 嘉 说 ,“ 以 顺序 查找 算法 的 最 大 运行 步 数 TL(n) 
为 例 ， 用 大 O 表示 法 表示 4n 十 5 写作 


























47 十 5 一 O(m) 


这 是 为 什么 ?” 米尔 嘉 指向 泰 条 拉 问 。 
上 方 限制 住 了 …… 啊 …… 我 不 明白 。” 
“ 嗯 。 那 你 来 答 。” 米 尔 嘉 指向 我 。 
“只 要 回 到 定义 来 思考 就 可 以 了 。” 我 说 ,“ 比 如 说 ,我们 可 以 设 
N=5,C=5。 也 就 是 说 , 对 于 所 有 大 于 等 于 5 的 n， 都 有 





























CE 下 
六 | 
三 








































































































[4n++5|<5n 














成 立 ， 因 此 由 定义 得 出 4n 十 5 二 O(n) 成 立 。” 
“ 啊 ， 确 实 如 此 呢 。 定 义 、 定 义 、 定 义 ! 我 没 能 ' 回 到 定义 ， 去 思考 







































































“下 一 题 。 下 面 的 式 子 成 立 吗 ?” 
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各 1000 二 OQ({%) 

















fe 嗯 ， 这 次 我 会 做 。” 泰 末 拉 说 ,“ 只 要 设 和 =1000,C=2 就 可 
以 了 。 对 于 大 于 等 于 1000 的 所 有 mn， 都 有 
































In+1000| < 2n 


成 立 ， 也 就 是 说 n 十 1000 = O(n) 成 立 。” 
“这 就 可 以 了 。 设 N= 2, C = 1000 也 没 问题 。” 米 尔 嘉 点 点 头 。 
“ 啊 ， 还 能 这 样 做 ! 还 可 以 用 像 1000m 这 么 大 的 函数 来 限制 啊 。” 



































下 一 题 。 下 面 的 式 子 成 立 吗 ?” 


























“ 咽 ， 左边 是 n?， 也 就 是 1,4,9, 16, 25,.… 认 ? 是 不 是 无 法 用 Cn 
来 限制 啊 ?” 

“就 是 那样 。” 米 尔 嘉 说 , “mn? = O(n) 不 成 立 。 我 们 无 法 用 n 的 常数 
倍 限 制 像 w2 这 样 的 二 次 函数 。 无 论 想 用 怎样 大 的 C 去 限制 ， 都 会 出 现 
一 个 足够 大 的 n, 使 n? > Cn。 也 就 是 说 ,我 们 不 能 认为 二 次 函数 “至 
多 为 n 阶 "。 三 次 函数 、 四 次 函数 …… 也是 一 样 。 男 一 方面 一 一 ” 

这 时 米尔 嘉 看 着 我 的 脸 ， 放 慢 了 语气 。 

“我 们 可 以 认为 n、n 十 1000， 以 及 4n 十 5' 至 多 为 n 阶 ”。” 

“ 啊 ， 函 数 的 分 类 呀 !1” 我 懂 然 大 悟 ,“ 通 过 是 否 “ 至 多 为 n 阶 ,将 




















































































































































































































“ 没 错 。” 米尔 嘉 打 了 个 响 指 ,“ 在 “至 多 为 n 阶 ' 这 一 基准 下 ,我 们 
可 以 无 视 n、n 十 1000， 以 及 4n 十 5 中 必 的 系数 、 常 数 项 的 差异 ， 将 它 
们 同等 看 待 。 分 析 未 必要 以 精确 化 为 目的 。 
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“无 视差 异 ， 同 等 看 待 ……” 泰 条 拉 小 声 嘟 吐 间 


< 1 oo 















































“已 经 熟悉 了 大 O 表示 法 ， 看 顺序 查找 算法 和 带 有 哨兵 的 顺 
序 查找 算法 ， 你 们 发 现 了 什么 ?” 



































TL(n) 二 4n 二 5 





Ts(n)=3n+7 


“ 啊 啊 ……… 双方 都 是 “至 多 为 n 阶 ” 对 吧 ?” 





TL(n)= 4n+5= O(n) 
Ts(n)=3n+7= O(n) 


























WE 但 这 又 是 怎么 一 回 事 呢 ?” 
























































置 哨兵 确实 减少 了 顺序 查找 的 最 大 运行 步 数 。 但 是 ， 无 论 哪 一 帮 
方法 的 运行 步 数 都 是 O(n)。 可 以 说 ,我 们 未 能 使 算法 产生 让 阶 数 变化 的 
本 质 上 的 修正 …… 当然 这 也 和 “本 质 上 的 ” 的 定义 相关 。” 

“ 训 ?” 阶 数 可 以 是 m 以 外 的 东西 吗 ?” 


“可 以 ， 大 O 表示 法 的 阶 数 
意 昌 水 数 。 ”米尔 嘉 说 。 


































































































口 坟 


非 只 有 n， 我 们 可 以 在 O( ) 中 放 入 任 






































6.2.4 ”至 多 为 f(n) 阶 
米尔 嘉 继续 说 道 


骨 。 

















“我 们 可 以 在 O( ) 中 放 入 任意 的 函数 ， 也 就 是 可 以 写成 Ttn) = O(f(n)) 
的 形式 。” 
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> INEN 3C>0 vnzN |ITh)| < CH] 
后 > 函数 T(n) 至 多 为 1(n) 阶 





“ 试 着 举 几 个 例子 吧 。” 
n= O(n) 
2n = O(n) 
4n+5= O(n) 
1000n = O(n) 
= O(n’) 


2n3 二 3n?++4n+5== O(n’) 


n 至 多 为 n 阶 

2n 至 多 为 nn 阶 

4n 十 5 至 多 为 n 阶 
1000n 至 多 为 n 阶 
至 多 为 2 阶 
2n3 十 3mn2 十 4m 十 5 好 








至 多 为 有 3 阶 





0.000 01m1000 = O(n10009) 0.000 01m1000 至 多 为 m1000 阶 




















“ 啊 ， 只 要 无 视 系数 ， 利 用 mn 的 最 大 次 数 项 就 可 P 














“对 于 现在 的 例子 是 没 问题 。 











只 是 要 注意 ， 大 O 表示 法 的 定义 




















I 




















这 是 什么 已 忆 ? 四 























3 了 像 |T(n)| < Cf(n) 这 样 的 不 等 式 。 也 就 是 说 ， 通 过 
时 ，Cf(n) 比 |T(n)| 大 多 少 都 没 问题 。 























“比如 说 ， 使 用 大 O 表示 法 ， 





以 下 等 式 也 成 立 。” 


n= O(n’) 





“ 认 ! n 为 nr? 阶 吗 ?” 


“就 像 刚 刚 说 的 那样 ，n 至 多 为 mw 阶 。” 











“| 呵 ， 即 便 很 大 也 可 以 啊 …… 



































了 啊 。 




















1 使 














吗 ?” 








5 么 这 样 的 等 式 也 正确 

















以 捉摸 的 未 来 





证 
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刀 二 O(n 








“正确 。” 米 尔 喜 说 。 
巴 我 们 刚刚 提 到 的 TL(n) = 4n 十 5== O(n) 改 卫 成 这 











Hk 














or 








“这 么 说 来 ， 


TL.(n)= 4n+5= O(n) 


也 没 问 题 唆 ? ” 

“在 定义 上 完全 正确 。” 米 尔 嘉 回答 。 

Ne ! ”一直 默默 不 语 敲打 键盘 的 理 纱 惊讶 地 拾 起 头 。 

米尔 嘉 队 了 一 眼 惊讶 的 理 纱 ， 继 续 解 释 。 

“当然 ， 明 知道 能 用 O(n) 表示 ， 却 使 用 O(n1000) 来 表示 ， 等 于 白 
丢掉 了 好 不 容易 获得 的 信息 …… 但 是 4n 十 5== O(nm1000) 是 完全 正确 的 。 
“我 、 我 刚刚 嘴 上 还 一 直 说 着 “至 多 为 "， 心 里 却 把 O(J(n)) 当 作 “ 
好 为 ， f(n) 阶 了 .…… » 
“如 果 想 表达 “恰好 为 f(n) 阶 ”"， 用 日 来 代替 O 就 可 以 了 。” 米 尔 嘉 
将 日 读 作 “theta”。 

“还 有 “恰好 为 ” 的 表示 方法 呀 。 

“也 有 “至 少 为 的 表示 方法 ,用 只 表示 。Ttn) = O(f(n)) 和 7T(n) = 


Q(f(n)) 两 者 部 成 立 是 T(n) = 9(f(n)) 成 立 的 充分 必要 条 件 ， 这 表示 
被 常数 倍 和 
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线 上 下 夹 住 的 情况 。” 





Cr 
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通过 T(n) = O(f(n)) 和 T(n) = (Ff(n)) 确定 T(n) = OB(f(n)) 
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> TO 一 OU AT = (fn)) 


< 3NeN 301>0 3C >0 vn NCf(n) < Tn) < Cif(n)] 


< 函数 T(n) 恰 好 为 fn) 阶 


> 3VEN3C>0v>NITo) > Cf(n)| 


< 函数 了 T(n) 至 少 为 1(n) 阶 
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O 表示 法 的 朋友 们 

T(n) = O(f(n)) 函数 了 (m) 
T(n) = ©(f(n)) 孙 数 TT(n) 
T(n) = £2(f(n)) 函数 了 T(m) 





























“那么 ， 我 来 出 





题 唆 。" 米尔 嘉 指 




















T(n) = 0(mw”) 与 7T(n) = 0(3n7) 等 价 ， 对 还 是 错 ? 















































































































































































































































“系数 为 3， 所 以 不 …… 不 不 不 ， 是 对 的 。 两 个 式 子 等 价 。” 

“这 就 可 以 了 。 如 果 T(n) = O(n”) 成 立 ， 则 T(n) = 0(3n7) 也 成 立 ; 
反 过 来 也 同样 成 立 。 依 此 类 推 , T(n) = O(n”) 与 T(n)= 0(3n? 十 2n 二 1) 
也 等 价 。 

“ 嗯 ， 我 明白 

“下 一 题 。 ”米尔 喜乐 在 其 中 。 

T(n) = 0O(1) 成 立时 ，T(n) 是 怎样 的 函数 呢 ? 

族 ? 没有 n…… 啊 ， 我 明白 了 。 这 里 要 回 到 大 O 表示 法 的 定义 一 一 

T(n)=0(1) < 3VEcN 3C>0v>NlITolEC .1 
就 是 这 样 。T(n) 是 常数 函数 1” 

“ 错 了 。” 米 尔 嘉 一 口 否 决 ,“ 如 果 T(n) 是 常数 函数 的 话 ， 我 们 确实 
可 以 说 T(n) = 0(1)。 但是，T(n) 未 必 是 常数 函数 。” 




















“上 下界 。” 到 








E 纱 说 。 我 们 不 


























地 看 向 她 。 
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vy 

















“ 没 错 。 米尔 嘉 




















T(n) 都 不 会 ED 站 
上 和 界 ， 即 便 函 数值 发 


























生变 





定 道 ， 
个 
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“T(n)= 0O0(1) 时 , 7 

















“不 超过 某 
“ 错 了 。” 
的 情况 下 不 断 } 
O(1) 就 


























米尔 嘉 不 假 


思索 地 





， 比 如 像 TT(n) = (一 1)” 
示 当 n 一 co 时 存在 极限 。” 
门 的 对 话 ， 





Ei 论 n 


函数 











么 大 ， 























症 数 大 。 也 就 是 说 ，T(n) 存在 上 界 。 只 要 不 超过 
化 也 没 问题 。 
个 常数 ， 也 就 是 说 T(n) 在 n 一 co 时 存在 极 








限 是 吗 ?” 








回答 ,，“T(n) 可 




















那样 。 























心 = 


























痊 深 深 的 愉悦 


















































6.2.5 logn 














全 马公 
能 会 


因 





有 种 说 不 出 的 愉 

















在 不 超过 某 一 个 常数 
此 ， 不 是 说 TUn) = 














悦 。 以 大 O 表示 法 为 

















号 为 线索 ， 我 们 反复 进行 允 


数学 的 讨论 。 我 就 在 



































即 人 








“从 T(n)= O(n 





) 与 TUn) = 0(3n) 等 价 可 知 























大 O 表示 法 是 下 














后 这 些 














所 





! 的 一 种 吧 ?” 




















在 专家 看 3 


因 
se 咽 


， 我 们 讨论 的 内 容 




















泰 洲 拉 说 。 


O(1), O(n), O(n?), O(n®), O(n®), 


























“不 止 这 些 。” 
log n 阶 就 是 一 个 典型 


这 个 式 子 。logn 阶 比 n 阶 还 要 小 。 对 





O(log n) 














步 数 为 log n 阶 的 算法 是 非常 

















米尔 嘉 一 边 














] 食 指 比划 
“同样 的 ， 在 nn 阶 和 mn? 阶 之 间 ， 也 有 


光秀 的 。 














图 圈 一 边 说 明 。 























米尔 吉 说 ,“ 比 如 说 ,1 阶 和 nn 阶 之 间 就 有 无 数 个 阶 。 
的 例子 ， 也 就 是 











F 一 个 足够 大 的 n 来 说 ， 最 大 运行 


nlogn 阶 。” 
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O(nlogn) 


‘ 




















nlogn 并 不 是 n x log x n， 它 表示 n x log (n) 的 意思 。 我 说 。 
“ 啊 ， 这 我 明白 。log 指 的 是 对 数 …… 没 错 吧 ?” 
“log n 是 对 数 函 数 。” 米 尔 嘉 说 ,，“ 它 是 通过 n 求 得 n 的 对 数 的 函数 。 
提 到 对 数 时 ， 我 们 不 能 忘记 对 数 的 底 , 像 log2n、logion 或 者 logem 这 
样 。 但 是 ,在 大 O 表示 法 中 使 用 对 数 函 数 时 ， 可 以 不 在 意 底 。 因 为 ， 所 
有 的 对 数 函 数 就 算 进行 底 的 变换 ， 其 结果 的 差异 也 一 定 只 是 常数 倍 的 。” 
“ 底 的 变换 ……… 就 像 是 这 样 。” 我 说 。 








































































































































































































loga x = loga Bl"ss” 因为 z= Blogez 册 





= (logp 7X): (loga B) 因为 loga B*=a.:logaB® 


loga x = (loga B) (logp x) loga XY 与 logp 的 差异 是 常数 倍 
六 一 
常数 











ey > 喜 占 党 所 全 2 
“ 没 错 。 米尔 喜 点 头 肯 定 。 








T(n) = O(logz n) 
< 全 了 TU) = O(logio 7) 


ee T(n) = O(log n) 



































“因此 ,使 用 大 OO 表示 法 时 ， 写 作 T(n) = O(log n), 不 去 在 意 对 数 的 底 
也 没 问 题 。 


“ 原来 如 此 o 我 说 O 























@ 按照 对 数 的 定义 ， 如 果 z= B*(B>0 且 Bz1), 则 a 称 为 以 B 为 底 的 z 的 对 数 ， 
记 作 a = logsz， 把 它 代 入 z = B* 即 得 。 一 一 译 者 注 
回 设 B=A™, 则 m=logaB, 又 B*=(4")*=A™= A*™， 所 以 am=log4 B”, 把 m= 
log4 B 代 入 即 得 。 一 一 译 者 注 
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“那么 我 们 继续 。 对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 。 指 数 函 数 的 曲线 上 
天 极端 快速 ; 与 之 相反 ， 对 数 函 数 上 升 极 端 缓慢 。 例 如 ， 当 底 为 2 时 ， 
即便 n 像 2*=2 售 、2? =4 倍 、23 = 8 倍 这 样 成 倍增 加 ，log2n 也 只 是 
像 十 1、 十 2、 十 3 这 样 一 点 点 增加 。 如 果 函 数 T(n) 被 像 log2n 这 样 一 点 
点 增长 的 函数 一 一 也 就 是 order of growth 很 小 的 函数 一 一 限制 的 话 ， 
即便 输入 的 nn 很 大 ， 最 大 运行 步 数 也 只 会 增加 一 点 点 。 对 于 一 个 足够 大 
的 n 来 说 ,这 是 非常 快速 的 算法 了 。” 


























































































































y 4 [| | 
二 2 
y= 
对 数 函 数 
4 = log, Zz 
1 > 
OO: 于 r 








“存在 最 大 运行 步 数 为 O(log n) 的 算法 吗 ?” 泰 条 拉 问 。 
“当然 。 比 如 二 分 查找 这 个 算法 ， 正 好 能 以 log n 阶 的 运行 步 数 找 H 


» 











LL 











目标 元 素 。 
“ 呵 ! 稍 等 一 下 。 我 说 ,“ 查 找 的 次 数 至 多 为 log n 阶 …… 不 是 很 奇 

怪 吗 ? 你 看 ， 当 在 一 个 数列 中 “无 法 找到 ” 某 一 个 数 时 ， 不 是 必须 比较 全 

的 rw 个 数 吗 ? 这 样 来 看 ， 阶 数 是 绝对 不 可 能 比 O(n) 小 的 啊 。 

“只 要 有 附加 条 件 ， 就 能 降低 算法 的 时 间 复 杂 度 。 泰 条 拉 ， 你 的 卡片 
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关于 二 分 查找 的 卡片 么 ?” 米尔 嘉 间 。 
“ 啊 ! 肯定 有 。” 

泰 杂 拉 在 村 木 老师 给 的 卡片 中 翻 找 ， 一 会 儿 抽出 一 张 写 有 “二 分 查 
找 " 的 卡片 。 
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| 二 分 查找 算法 (输入 与 输出 ) 


输入 

数列 A = {4[1], A[2], 4[3],:…, A[n]}, 
假定 A[1] < A[2] < A[3] < … < Aln] 
* 数列 的 大 小 n 


， “要 查找 的 数 w 

















在 4 中 能 找到 与 相同 的 数 时 ， 
输出 “能 找到 ”。 
在 4 中 未 能 找到 与 v 相 同 的 数 时 ， 
输出 “无 法 找到 ”。 










































































4 中 查找 数 v， 所 以 和 顺序 查找 算法 是 一 样 的 吧 ?” 
“不 一 样 哦 ， 泰 条 拉 。” 我 指 着 卡片 说 ,“ 你 忽视 了 条 件 ， 要 注意 写 丰 
假定" 的 地 方 呀 。 


“ 啊 ! 还 真是 ， 抱 鞭 …… 不 过 ， 这 个 条 件 的 意义 是 ?” 



























































Al1] < A[2] < A[3] < < Aln] 











“这 个 条 件 说 明 数 列 中 的 数 按 升序 排列 。” 我 指出 ,， “也 就 是 说 ， 数 列 
' 后 面 的 数 要 大 于 严格 来 说 是 大 于 等 了 前 面 的 数 。” 
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全 啊 
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这 个 条 件 对 于 降低 时 间 复 杂 度 很 重要 吗 ? 啊 ,这 张 卡 














写 有 二 分 查找 算法 的 流程 。 

















Ol: 
O2: 
C3: 
C4: 
C5: 
C6: 
CT7: 


二 分 查找 算法 (流程 ) 


procedure BINARY-SEARCH(A, n, v) 


at—1 

bn 

while a<b do 
天 全 | 对?| 


if A[k] =v then 


return“ 能 找到 ” 


else-if A[k| <v then 


at-k+i+l 
else 
bok—1 
end-if 
end-while 





return“ 无 法 找到 ” 





end-procedure 





我 和 泰 涛 拉 开始 阅读 二 分 查找 


到 了 笔记 本 电脑 前 ， 而 米尔 嘉 ， 她 一 边 


窗外 。 
“好 
不 明白 。 


“你 

















“| 因 ....。 








Wy 








难 啊 


77 





















































算法 的 流程 ， 理 纱 瞄 了 一 眼 卡片 































































































食指 比划 着 圈 圈 ， 一边 























知道 行 C5 什么 意思 吗 ? ”米尔 嘉 没 回头 ， 继 续 望 着 窗外 。 


a 与 的 平均 值 赋值 给 bo” 


















































知道。 天生 | 叶 -| 是 将 




















2 
“你 忽视 了 向 下 取 整 符号 “| 上， 
结 a 与 6 的 线段 的 中 点 。 如 果 没 丰 








一 一 这 个 符号 读 
























































A i.y 车 floor 3 





“| "，a+5 等 3 





奇数 时 , 大便 





， 不 进行 逐 行 调试 的 话 就 什么 也 和 弄 
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F 整数。 米尔 嘉 指 出 。 

“He “| ”是 向 下 取 整 符号 啊 。floor…… 是 指 地 板 吗 ?” 

“对 。[z| 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 。 如 果 z 为 整数 ， 那 么 [x| 就 等 
Fz 自身。 就 像 13|=3，|2.5|=2，| 一 2.5| = 一 3，|7| = 3 这 样 。” 
“ 嗯 ,那么 ， 就 利用 测试 用 例 来 进行 逐 行 调试 吧 。” 和 友人 条 拉 “ 咯 ” 地 将 
笔记 本 翻 到 新 的 一 页 。 



































































































































6.3.2 ”实例 























过 了 一 会 儿 ， 泰 洲 拉 从 笔记 本 中 抬 起 头 来 ,“ 通 过 对 二 分 查找 算法 进 
行 逐 行 调试 ， 我 的 理解 透彻 多 了 。” 
































OQ iO oO 



































我 的 理解 透彻 多 了 。 比 如 采用 这 样 的 测试 用 例 。 


























A= {26,31,41,53,77, 89, 93, 97},n = 8,v=77 





也 就 是 ， 在 数列 4 中 寻找 数 77。 
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Cl: procedure BINARY-SEARCH(A,n,w) OD 
C9: Qt 1 © 
C3: bn (@ 
C4: while a<b do 由 DO 
C5: kc | 时:| @ 中 四 
C6: if A[k]=w then © 四 %m 
QT: return“ 能 找到 ” @ 
C8: else-if A[k| <v then @O 四 
C9: at-ki+l 
C10: else 
C11: bt-k—1 ® 
C12: end-if 9 (0 
OL3: end-while 0 Dm 
C14: return“ 无 法 找到 ” 
C15: end-procedure OO 





逐 行 调试 二 分 查找 算法 
(输入 为 4 ={26,31,41,53,77,89,93,97},%=8, 0E77 ) 








在 第 @ 回 步 , a=1,5 二 8, k= | 地 | =14.5| = 4。 接着 在 第 @、@ 
步 ， 比较 A[k] = 4A[4]=53 与 v=77。 




















1 2 3 4 5 6 7 
26 | 31 41 | 53 77|89|93|97 






























































从 第 @) 步 开 始 就 变 得 有 趣 了 哦 。 因 为 53 <77， 所 以 A[k] <wv 成 立 。 
满足 第 @ 步 的 条 件 ， 因 此 第 @ 步 运行 人生 大 十 1 这 一 赋值 语句 。 这 一 
语句 的 目的 是 增 大 a， 从 而 缩小 必须 比较 的 范围 哦 ! 

A[k] <wv 表示 ， 如 果 存 在 v， 那 么 它 一 定 在 A[k] 的 右边 。 也 就 是 说 ， 
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不 再 需要 再 比较 A[k] 左边 的 数 。 

































































接着 在 第 四 步 ，a= 5 一 8, 大 = | 对 s| = 16.5| = 6。 然 后 在 第 四 步 
与 第 四 步 ， 比较 A[k] = 4[6] = 89 与 v=77。 
vy 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 
| 77 | 89 93 | 97 
<= 一 一 























因为 77< 89， 所 以 v < A[k] 成 立 。 不 满足 第 @ 步 与 第 如 步 的 条 


件 ， 我 们 来 到 第 四 步 运 行 赋值 语句 5 一 1。 这 也 是 为 了 缩 小 必须 比 
过 和 刚才 相反 ， 我 们 这 次 要 减 小 b。 



























































较 的 范围 ， 











最 后 在 第 加 步 , a 一 5,0 二 5, k= | 号 :| = |5] = 5。 接 下 来 在 第 四 步 
77 与 v= 二 77， 这样 我 们 就 发 现 了 目标 数 v。 可 喜 可 



















































































"eo | os| 
oo 
@ © oO 
“可 喜 可 贫 ， 可 害 可 贺 。” 泰 呆 拉 说 。 


























“感觉 好 麻烦 啊 。” 我 说 , “运行 速度 真 的 变 快 了 吗 ?” 
样 ，a 与 5 之 间 的 查找 范围 是 算法 的 关 


“就 像 泰 沙拉 刚刚 说 明 的 那样 ， 


滨 
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l 


键 。 米尔 嘉 说 ,“ 通 过 观察 A[k 











与 v 的 比较 次 数 ， 我 们 立刻 就 能 得 出 ; 





问 























行 速度 变 快 的 结论 。 每 进行 1 次 比较 ， 查 找 的 范围 就 缩小 了 亏 。 也 就 是 
说 ,如 果 增 加 1 次 比较 次 数 ， 我 们 就 能 检索 大 小 为 原 数 列 2 倍 的 数列 。 
反 过 来 说 ， 当 数列 的 大 小 为 n 时 ， 比 较 次 数 被 log2n 限制 住 。 二 分 查找 


































































































“原来 如 此 。 但 是 …… 运行 步 数 真 的 是 O(log n) 吗 ?” 











6.3.3 分 析 


问题 6-1 ( 二 分 查找 算法 的 运行 步 数 ) 


























二 分 查找 算法 BINARY-SEARCH 的 运行 步 数 真 的 是 O(log n) 吗 ? 















































“没有 数学 公式 就 很 难 让 你 信服 呢 。” 米 尔 嘉 笑 睐 睐 地 看 着 我 ,“ 那 么 ， 
让 我 们 来 分 析 二 分 查找 算法 吧 。” 
“已 经 完成 了 。” 理 纱 说 着 把 屏幕 转向 我 们 。 








9 





















































下 
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运行 次 数 | 二 分 查找 算法 

Cl 1 procedure BINARY-SEARCH(A, n, v) 

©2: 1 at—1 

C3: 1 bn 

C4: M++1 while a<b do 

C5:| M+S 天 二 | 于 

C6:| M+S if A[k] =w then 

(Oy 9 return“ 能 找到 ” 

C8: M else-if A[k] < v then 

C9: X Qt 天 十 工 

C10: 0 else 

C11 55 0 二 天 一 1 

O12: M end-if 

CLS: M end-while 

C14: 1 一 9 return“ 无 法 找到 ” 

C15: 1 end-procedure 

二 分 查找 算法 BINARY-SEARCH 的 分 析 

二 分 查找 算法 的 运行 步 数 

二 Cl 十 C2 二 C3++C4++C5+C6++C7+C8 十 C9+C10 
Cl11 十 Cl12 十 Cl13 二 Cl14 十 C15 

王 1 十 1 二 1 二 (OOMM+1)+(OM+S)+(MM+3) 二 393+MT+XT+0 
Y+M+M+(1—S)+1 

一 6M 十 X 二 YY 二 293 十 6 

“和 干 得 不 错 ， 理 纱 ,” 米 尔 嘉 夺 奖 道 ,“ 不 过 ,因为 十 Y= M 成立， 

































































法 的 运行 步 数 =7M 二 2S 十 6 


二 分 查找 算法 的 运行 步 数 为 7M 十 25 十 6。5S 是 “能 找到 
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二 


来 





时 为 1 的 指示 器 ， 它 的 1 
它 与 行 C8 的 比较 次 数 相等 。 因 此 ， 我 人 














数 M 为 O(logn) 即 可 。” 














好 吧 ?” 











“的 确 。” 米 尔 肿 点 点 头 ， 























AAA 














“证 明 M 为 O(logn) 吗 …… ”我 说 ， 
据 输 入 数列 大 小 n 的 值 改变 ， 所 以 写成 像 M(n) 














们 想 证 明 的 式 子 如 下 。” 











“我 知道 学 长 学 姐 想 证 明 M(n) = O(log n) 























?” 泰 打 拉 间 。 




















Ex 


M(n)= O(log n) 
































有 就 该 委 














我 思 和 M(1), M(2), M(3), ce 


~ A 





和 采 拉 出 场 














了 。 米尔 嘉 微 











笑 着 说 。 








这 样 的 函数 








直 是 0 或 1。 支 配 运行 步 数 大 小 的 是 M 的 值 ， 





等 一 下 。 因 为 M 根 

















] 只 要 证 明 行 C8 的 最 大 比较 次 
































“假设 行 C8 的 最 大 比较 次 数 为 M(n)， 我 

































































的 具体 的 值 ! ” 


























“ 泰 末 拉 ， 














可 














本 
出 




















要 是 毫 无 计划 地 选取 测试 用 例 ， 很 有 可 能 凑巧 以 很 少 的 比较 次 数 找到 目 
标 数 。” 

“ 啊 ， 那 没关系 。” 泰 呆 回 答 ,“ 只 要 找 数列 中 没有 的 数 就 好 了 ， 这 样 
一 来 ， 比 较 次 数 就 是 最 大 比较 次 数 了 吧 ?” 


的 逐 行 调试 ， 就 必须 采 


下 。 我 打 断 干劲 满 满 的 泰 条 拉 




















利于 思考 行 C 





A» 





具体 的 例子 来 思考 对 吧 ? 那么 ， 








2] 
式 会 























“如 果 想 





8 的 最 大 比较 次 数 的 六 


进行 合适 
j 试 用 例 。 



































































































































































































































“不 不 ,不 行 不 行 。 你 看 行 C5。 行 C5 通过 ke | 中 | 缩小 了 接 下 
来 比较 的 范围 ， 因 此 要 达到 使 比较 次 数 最 大 的 目的 ， 必 须 查找 比 数列 中 
任何 数 都 大 的 数 。 这 样 一 来 ， 流 程 会 不 断 查找 数列 剩 下 的 右 半 部 分 ， 这 
样 的 比较 次 数 一 定 是 最 大 比较 次 数 。” 

“ 哇 …… 确实 啊 。 学 长 说 得 太 对 了 ， 因 为 右 半边 整体 比 左 半边 大 呀 。 






























































那么 ， 


“ 嗯 ， 我 也 来 试 试 。” 
过 了 一 会 
































我 来 试 着 找 比 数列 




















L， 泰 条 拉 叫 出 声 来 。 









































任何 一 个 数 都 大 的 数 。” 
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7 
站 
























































































































































































































































































































































“学 长 ! 我 发 现 了 一 个 有 趣 的 规律 ! 比如 说 ,在 = 16 时 ， 如 果 
们 查找 比 数列 中 任何 一 个 数 都 大 的 v 的 话 ， 二 分 查找 算法 就 会 按 这 样 的 
顺序 对 数列 中 的 元 素 进行 比较 1” 
(1) (2) _ (3)(4)(5) 
国 口 加 国力 
我 和 泰 打 拉 列 了 一 张 表 , 给 出 当 n 比较 小 的 时 候 函 数 M(n) 的 值 。 

我 们 出 平 意 料 地 一 下 子 就 找到 了 规律 ， 并 没有 花费 大 多 的 时 间 。 

n | 作为 比较 对 象 的 元 素 的 位 置 ( 国 ) | M(n) ( 国 的 个 数 ) 

业 国 1 

2 力图 2 

3 国 国 2 

4 国 国 图 3 

5 加 国力 3 

6 国 口 回国 3 

7 国门 回国 3 

8 国 口 国 国 国 4 

9 国 丫 加 国 国 4 

10 国 国 国 图 4 

11 国 国 国 图 4 

12 国 国 口 回国 4 

13 国 国门 加 图 4 

14 国 国志 故国 4 

15 国 国门 加 图 4 

16 国 国 口 硬 国力 5 

















输入 的 数列 大 小 即 与 行 C8 上 的 最 大 比较 次 数 M(m) 的 关系 
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“ 表 中 清楚 地 反映 出 了 规律 。 米尔 嘉 说 。 
“ 嘎 ， 确 实 如 此 。 我 也 表示 认同 ,“ 能 发 现 与 M(n) 之 间 有 这 样 
种 关系 。 
2 M(n)-1 <n 
“ 座 ?” 泰 条 拉 来 回 比 较 表格 和 式 子 ,，“ 啊 …… 叮 …… 确实 是 这 样 。 
我 要 是 能 一 下 子 想 出 这 样 的 式 子 就 好 了 …… ” 
“不 等 式 两 边 同 时 取 以 2 为 底 的 对 数 ， 不 等 式 就 会 接近 目标 式 子 了 。” 
我 说 。 
MW Ln 猜想 
log22MY -1¢ log2an 取 以 2 为 底 的 对 数 
M(n)—1<10g2n 根据 对 数 的 定义 得 出 
M(n) <1+log2an 将 1 移 到 不 等 式 右边 
M(n) < O(log2n) 无 视 常 数 项 
M(n) < O(logn) 无 视 对 数 的 底 
“ 译 ， 这 样 就 完成 证 明了 吗 ? ” 泰 采 拉 问 。 
“还 需要 证 明 2%() n 这 一 猜想 ， 也 就 是 证 明 M(n) < 1 十 log2n。 
虽然 现在 规律 已 经 很 清晰 了 ， 不 过 我 们 还 能 用 数学 归纳 法 证 明 。 我 说 。 
OQ OO oo 

















log21=1。 


接着 , 假设 n= 1,2,3,… 


命题 也 成 立 












































o 


十 log2n 在 n==1,2,3,.… 下 
， 因 为 左边 = M(1)=1， 























“) 了 时 命题 成 立 ， 




















我 们 来 证 明 nn 








A 


和 成立 。 
右边 二 1 十 


= 了 十 1 时 
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为 了 便于 说 明 ,， 将 n=j 十 1 按 奇偶 分 类 讨论 吧 。 





当 交 三 了 十 工 为 偶数 时 : 





















































... 口 国 口 口 . 
Dt 
in 站 
3 2 























首先 在 “ 国 ” 处 进行 一 次 比较 , 之 后 在 右 半 部 分 的 切 : 个 元 素 中 继续 查找 ， 
接着 得 到 下 面 的 不 等 式 。 

















































































































) 病因 1 vr ~/ MZ 立 
M(j+1)<1 M(*o—) 比较 1 次 十 查找 右 半 部 分 
十 1 0 
<1+(1+logs 一 ) ”根据 数学 归纳 法 的 假设 得 出 











二 2 十 logo(7 十 1) 一 log2 根据 对 数 的 性 质 得 出 


三 1 十 log2(j 十 1) 

















寻 此 ， 不 等 式 





M(j+1)<1+1log2(j+1) 


成 立 。 


ls 





有 三 了 十 工 为 奇数 时 : 
































































































































首先 在 “ 国 ” 处 进行 一 次 比较 ， 之 后 在 右 半 部 分 的 亏 个 元 素 中 继续 查找 ， 
接着 得 到 下 面 的 不 等 式 。 
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M(j+1)<1+M (3 比较 1 次 十 查找 右 半 部 分 




















LL 


<1+4 (1 4 Jog; 7) 根据 数学 归纳 法 的 假设 得 














二 2 十 logo 7 一 log22 根据 对 数 的 性 质 得 出 








二 工 十 log27 


< 1+log2(j+1) 


因此 ， 不 等 式 








M(j+1)<1+log2(j+1) 





成 立 。 因 为 无 论 奇偶 ， 不 等 式 





M(j+1)<1+log2(j+1) 

















都 成 立 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 ， 可 以 说 对 于 所 有 的 自然 数 n， 都 有 
































M(n) <1++log2n 





解答 6-1 (二 分 查找 算法 的 运行 步 数 ) 


二 分 查找 算法 BINARY-SEARCH 的 运行 步 数 是 O(log n)。 








“这 就 能 说 明 二 分 查找 算法 的 运行 步 数 至 多 为 log n 阶 ， 对 吧 ?” 泰 条 


拉 说 。 
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6.3.4 前 往 排 序 


97 





“彩虹 。 
理 纱 看 着 窗外 冷 不 丁 地 说 道 。 
“ 府 ! 真 的 吗 ?” 泰 淋 拉 跑 到 窗 边 。 虽 说 颜色 淡 得 好 像 马 上 就 要 消失 ， 
但 彩虹 确实 挂 在 天 空 上 。 
“因为 刚刚 稀 稀 落落 的 太阳 雨 呀 。” 米 尔 嘉 说 。 
“彩虹 是 “约定 的 印记 ” 喔 。” 泰 条 拉 说 。 
“约定 ?” 我 不 明白 。 
“这 是 诺 亚 方 舟 的 典 夏 呀 。 诺 亚 带 着 家 人 还 有 许多 动物 一 起 乘 上 方舟 ， 
在 那 之 后 下 起 了 要 冲垮 大 地 似 的 暴雨 。 经 过 四 十 日 四 十 夜 ， 洪 水 退去 ， 
大 家 才 从 方舟 上 回 到 陆地 。 雨 过 天 晴 后 天 上 的 彩虹 ， 便 是 神 的 祝福 与 约 
定 















































































































































t= 































































































































































































































































































“ 哦 ……"” 我 再 一 次 仔细 端详 彩虹 ， 这 就 是 约定 的 印记 吗 ? 
定 下 约定 ， 遵 守 约 定 ， 打 破 约 定 …… 人 们 为 什么 要 定 下 约定 啊 ? 





























“明明 说 好 了 明 见 ， 一 起 研究 数学 的 啊 。 



































“ 啊 ! 大 发 现 大 发 现 ! ” 泰 打 拉 突然 发 言 ,“ 二 分 查找 算法 是 阶 数 被 约 
定 为 O(logn) 的 优秀 算法 ,但 它 的 前 提 是 输入 的 数列 是 一 个 有 序数 列 。 
也 就 是 说 ， 只 要 将 得 到 的 数列 排序 后 再 进行 查找 就 能 得 到 快速 的 查找 算 























































































































“因为 排序 也 需要 花费 时 间 ， 所 以 这 谈 不 上 是 快速 的 查找 算法 。 米 





“ 啊 ……- 是 ， 是 哦 。” 
“但 是 ， 如 果 要 进行 多 次 查找 的 话 ， 提 前 进行 排序 便 行 之 有 效 。 排 序 
算法 也 是 多 种 多 样 的 ， 你 有 关于 排序 算法 的 卡片 吗 ?” 

八条 拉 像 翻 开 扑 克 牌 似 的 将 卡片 逐一 翻 开 。 
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“有 的 ， 比 如 这 个 算法 就 叫 作 冒 泡 排序 。” 

















6.4 排序 


6.4.1 冒 泡 排序 
“话说 回来 ， 所 谓 排序 就 是 按 大 小 顺序 进行 排列 吧 ? ” 泰 采 拉 问 。 
“这 没 问题 。 来 看 看 泰 人 条 拉 的 卡片 上 的 输入 与 输出 吧 。” 







































































: 冒 泡 排序 算法 (输入 与 输出 ) 
输入 

.数列 A={ A[1], A[2], A[3],…, 4[m]} 
I .数列 的 大 小 n 
| 输出 

| 将 输入 的 数列 升序 排序 后 的 数列 
| 4DU<s4D2<43 < .< Aln] 






































“在 这 里 用 数学 公式 表示 了 要 求 为 升序 排序 。” 米尔 嘉 说 。 




















4H 和 4D < Al3] < < 和 4m] 








“为 了 满足 这 一 要 求 而 改变 数列 元 素 的 顺序 ， 这 就 是 排序 。 


"好 的 wi 那么 ， 我 来 读 一 读 流程 。 




















“ 嗯 …… 行 B7 的 AIA] 43 A 十 1] 指 的 是 ……” 泰 条 拉 反 复读 着 
笔记 ,“ 啊 ,我 明 上 
4k 十 1] 的 值 啊 。” 


























冒 泡 排序 算法 (流程 ) 


Bl: procedure BUBBLE-SORT(A,n) 


Bl4: end-procedure 


| B2: mn | 
' B32: while m>1 do | 
,Bt: | 
' B5: while k <m do ' 
'  B6: if A[k] > A[k +1] then ' 
' B7; A[k] 3 AIk+ 1] ' 
| 也 8: end-if 
' BB9: 有 二天 十 1 
' B10: end-while ' 
| Bll: mm—1 
， B12: end-while ' 
| Bl3: return A 
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了 。 交换 两 个 变量 的 值 一- 也 就 是 交换 了 4 


I 









































在 我 们 的 沉默 中 ， 时 间 悄 悄 地 流逝 。 















































“ 先 想 象 
































我 们 对 冒 泡 排序 进行 逐 行 调 试 ， 思 考 这 个 算法 究竟 做 了 怎样 的 工作 。 






































自己 变 成 了 计算 机 先生 ， 然 后 再 去 运行 代码 会 更 好 。 






















































































只 有 当 策 拙 地 运行 时 ， 自 己 才 会 有 深刻 的 理解 ……: 应 该 是 这 样 的 。 





6.4.2 实例 





“我 好 像 有 点 明白 了 。” 泰 条 拉 说 ,“ 这 个 算法 会 重复 n 一 1 次 找到 大 





























小 颠倒 的 相 邻 元 素 组 后 进行 交换 这 个 工作 。 例 如 ， 我 们 将 A = {53, 89， 
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41, 31, 26}, n==5 作为 测试 







































































































































































] 例 ， 运 行 BUBBLE-SORT 算法 ， 就 像 这 








样 。” 泰 条 拉 说 着 打开 笔记 本 ， 将 逐 行 调试 后 的 结果 给 我 们 看 。 
Bl: procedure BUBBLE-SORT(A,n) |@) 
B2: mn @©) 
B3: while m>1 do G) 63) (0 
B4: kool @ 的) 的 GD) 
B5: while k <m do DOYOOOYVYIOYWYHOVOY 
B6: if A[k] > A[k+1] then | 的 | 的 的 旨 | 的 的 | 个 
B7: 4[ 铝 今 4[R 十 了 OO HO 四 
B8: end-if YY OO @ 
B9: KR 十 1 中 四 四 的 的 网 
B10: end-while OY (HOO 
B11: mm—1 的 《9 
B12: end-while ® 69 
B13: return 4 
B14: end-procedure 
逐 行 调试 冒 泡 排序 
输入 为 A=={53, 89, 41,31,26}, n= 二 5) 
“为 什么 要 用 bubble 一 一 ' 泡 泡 ' 来 命名 呢 ?” 
“因为 大 的 数 会 像 泡 泡 一 样 从 水 底 浮上 来 呀 。” 米 尔 巴 答 道 。 
7 一 5 m 二 4 7 一 3 m 三 2 
= 天 三 科 下 三 和 k=4 sh 下 三 包 太 尘 急 k=1 =2 R=1 
4[5]| 26 26 26 26 89 89 89 89 89 89 89 
xX 
4[4]| 31 31 31 89 26 26 26 53 53 53 53 
xX xX 
Al3] 41 41 89 31 31 31 53 26 26 41 41 
x x xX 
Al2] 89 89 41 41 4 53 31 31 4 26 31 
xX xX xX 
Al[1l] 53 一 53 53 53 53 41 41 41 31 31 26 
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6.4.3 ”分析 
“ 冒 泡 排 序 也 能 被 分 析 吗 ?” 我 说 。 
“其 实 ， 我 做 到 一 半 就 做 不 下 去 了 …… ” 泰 打 拉 的 声音 低落 下 来 ,“ 这 
里 是 我 “不 明 的 第 线 ， Se 
运行 次 数 | 冒 泡 排序 算法 
Bl: 1 procedure BUBBLE-SORT(A,"n) 
B2: 下 mn 
B3: Nn while m>1 do 
B4: n—1 kl 
B5: while k <m do 
B6: if A[k] > A[k+1] then 
也 7: 4[6] 伪 4[K 十 革 ] 
也 8: end-if 
B9: kki+l 
B10: end-while 
B11: 7 一 工 7I0 4 7 一 工 
B12: 7 一 工 end-while 
Bl3: 于 return A 
B14: 1 end-procedure 
BUBBLE-SORT 流程 的 分 析 (未 完成 版 ) 
“ 译 ? 用 交 来 表示 行 B3 的 运行 次 数 就 可 以 吗 ? ”我 问 。 
“ 嘎 …… 我 觉得 没 问题 吧 。” 泰 打 拉 一 边 指 着 卡片 一 边 说 明 ,“ 在 运行 
行 B3 之 前 ， 计 算 机 先生 一 定 正在 运行 行 B2 或 者 行 B12。 因 此 ， 行 B2 
与 B12 的 运行 次 数 之 和 就 等 于 行 B3 的 运行 次 数 。 因 为 从 B2 到 B3 的 
情况 有 1 次 ,从 B12 回 到 B3 的 情况 有 nn 一 1 次 ， 所 以 一 共 n 次 对 吧 ? 
这 样 就 完成 了 行 B3 的 进入 次 数 的 调查 。” 
“ 哦 ?” 我 对 泰 末 拉 的 解释 充满 好 奇 。 
“接着 ， 反 过 来 观察 刚刚 运行 完 行 B3 后 ， 计 算 机 先生 要 运行 行 B4 
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或 者 行 B13。 从 B3 到 B4 的 情况 有 mn 一 1 次 , 从 B3 跳 到 B13 的 情 
况 有 1 次 。 所 以 一 共有 mn 次。 这 样 就 完成 了 行 B3 的 离开 次 数 的 调查 。 
因为 “进入 次 数 应 该 与 离开 次 数 一 致 '"， 所 以 行 B3 的 运行 次 数 是 n 次 
无 误 。” 
“ 喔 ……” 我 十 分 佩服 泰 杀 拉 清 晰 的 说 明 ,“ 原 来 如 此 啊 。 
































































































































“进入 次 数 应 该 与 离开 次 数 一 致 ， 
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了 然 的 性 质 ， 却 十 分 有 趣 。” 
“ 基 尔 震 夫 定律 20。” 理 纱 嘟 吐 了 一 句 。 
“ 啊 ， 原 来 有 名 字 啊 。” 我 向 理 纱 搭 话 ， 但 没 得 到 任何 回复 
































































































































“对 了 , 行 B5 不 是 运行 了 n 一 1 次 吗 ?” 我 问 泰 灯 拉 。 

“不 对 ， 不 对 。 从 行 B5 到 行 B10， 因 为 包含 while 语句 ， 所 以 
的 次 数 相当 多 哦 。 

“ 啊 啊 ， 的 确 如 此 。 我 说 ,“ 不 知道 我 们 能 不 能 定量 表示 这 个 “相当 "。” 








mh 
wn 
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问题 6-2 (分 析 冒 泡 排 序 算法 的 最 大 运行 步 数 ) 
当 数 列 的 大 小 为 n 时 ， 用 大 O 表示 法 表示 流程 BUBBLE-SORT 
的 最 大 运行 步 数 。 



























































我 看 着 泰 打 拉 的 笔记 本 说 :“ 要 是 横向 观察 行 B5 的 话 ， 重 复 的 次 数 
会 以 5 次 一 4 次 一 3 次 逐渐 减少 啊 。” 
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@ 基 尔 霍 夫 定律 ( Kirchhoff laws ) 是 电路 中 电压 和 电流 所 遵循 的 基本 规律 ，1845 年 由 
德国 物理 学 家 古 斯 塔 夫 . 罗伯特 基 尔 霍 夫 (Gustav Robert Kirchhoff，1824 一 
1887 ) 提出 ， 包 括 基 尔 霍 夫 电流 定律 (KCL ) 和 基 尔 霍 夫 电压 定律 (KVL )。 基 尔 
武夫 电流 定律 的 内 容 是 “所 有 进 某 结 点 的 电流 之 和 等 于 所 有 离开 该 结 点 的 电流 之 
和 ”。 一 一 译 者 注 
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B5: while k<m do DOOOVOYIVYYVYOOOY 
“的 确 蚜 …… 这 是 因为 m 的 值 会 从 nn 开始 不 断 减 小 1 吧 。” 









































“ 叫 ， 因 此 行 B5 的 运行 次 数 应 该 是 nn 十 (n 一 1) 十 (n 一 2) 十 …+ 
3 十 2 这 样 的 和 的 形式 。” 
“ 没 错 ! 从 2 到 nn 的 和 ……… ” 泰 淋 拉 说 。 


“是 呀 » 这 样 原 式 可 以 用 nt 1 表示 .2” 我 说 。 



































行 B5 的 运行 次 数 
二 n(n 一 1) 十 (n 一 2) 十 .… 十 3 十 2 





n(n+t1) 
ea 


1 1 











“ 啊 ， 知 道行 B5 的 运行 次 数 的 话 ， 应 该 就 能 求 出 行 B6 到 行 B10 的 















































虽然 第 一 次 没有 进行 行 B7 的 














二 












































“是 的 呀 。 以 泰 洒 拉 的 测试 用 例 为 例 
1 






































交换 ， 但 如 果 要 思考 最 大 运行 步 数 的 话 ， 也 必须 要 包含 这 一 次 …… 那 
么 ,我们 就 将 行 B5 的 运行 次 数 设 为 B 吧 。 
i | 
= 二 二 m 一 1 
B 5 7 十 了 Nn 



































如 此 一 来 ， 运 行 步 数 就 很 容易 表示 了 。 假 设 从 行 B6 到 行 B10 的 所 有 运 
行 次 数 都 是 B 一 (n 一 1)0=B 一 n 十 1。” 








i 


@ 每 当 行 B5 的 k 增 加 到 等 于 m 时 ，, 行 B6 到 行 B10 不 被 运行 ,这 等 于 从 行 B4 进 入 行 
B5 次 数 ( 也 就 是 n 一 1 次 )。 所以, 行 B6 到 行 B10 的 运行 次 数 都 等 于 行 B5 的 运行 
次 数 减 掉 n 一 1 次 。 一 一 译 者 注 
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运行 次 数 冒 泡 排序 算法 
也 1: 1 procedure BUBBLE-SORT(A,n) 
B2: 1 mn 
B3: Nn while m>1 do 
B4: n—1 kl 
B5: B while k <m do 
B6:| B—n+l1 if A[k] > 4[E 十 1] then 
BT: B—n++l A[k]| 合 A[k++1] 
B8: B—n++l end-if 
B9: B—n++l keki+l 
B10: B—n++l end-while 
B11: nO—1 mm—1 
B12: n—1 end-while 
B13: 1 return A 
B14: 1 end-procedure 
BUBBLE-SORT 流 程 的 分 析 (最 大 运行 步 数 ) 
冒 泡 排序 算法 的 最 大 运行 步 数 
一 B1 十 B2 十 B3 十 B4 十 B5 十 B6 十 B7 
B8 十 B9 二 Bl10 十 Bl11 二 Bl2 二 Bl13 十 Bl14 
=1+1+n+(n—-1)+B+(B-n+l1)+(B-n+t1) 
+(B-n+i+l1)+(B-n+l1)+(B-—-n+t+l1)+(n—m1)+(n—m1)+1+1 
=6B—n+6 
| -6 为 B= 二 n?+ 寺 nl 
Sg Wu (因为 B= 37 十 互 有 一 1) 
一 3n2 十 2m 
“372 十 2n 也 就 是 至 多 为 O(n?*)。” 我 说 。 
冒 泡 排序 算法 的 最 大 运行 步 数 = O(n”) 
“终于 求 出 来 了 啊 …… ”和 秦 末 拉 说 。 

















解答 6-2 (分 析 冒 泡 排序 算法 的 最 大 运行 步 


> 





的 最 大 运行 步 数 是 一 


6.4.4 大 0 表示 法 的 层级 











当 数 列 的 大 小 为 n 时 ， 























O(n?) 















































































































































数 ) 


大 O 表示 法 表示 流程 BUBBLE-SORT 
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“话说 回来 ， 当 使 用 大 O 表示 法 时 ， 不 能 交换 等 号 的 两 边 。" 米尔 嘉 
说 , “比如 说 ， 即 使 4n 十 5= O(n) 与 3n 十 7= O(n) 都 成 立 ， 我 们 也 不 
能 说 4n 十 5= 3n 十 7。” 

“确实 是 那样 。” 我 也 表示 赞同 。 

“也 就 是 说 ,我 们 在 使 用 大 O 表示 法 时 用 到 的 等 号 ， 与 平时 遇 到 的 
等 号 意思 不 同 唆 ? ” 泰 杀 拉 说 。 

sie hess 这 个 记 法 表示 “函数 的 集合 ”。” 

函数 的 集合 ……… ” 秦 朵 拉 还 没 明 白 。 

ne Cf(n) 这 一 条 件 的 函数 T(n) 的 集合 。 

合 的 形式 来 表示 的 话 ，O(f(n)) 和 下 面 这 个 集合 等 价 。 

{g(n)|3NeEN 3C>0 vn>Nl|lg(n)| < CFn)]} 

“既然 它 是 集合 …… 那么 ，T(n)==O(f(n)) 就 是 T(n) € O(f(n)) 
了 吗 ? ”我 问 。 

“就 是 那样 。 把 等 号 看 作 e 的 话 ， 也 就 不 难 理解 为 什么 大 O 表示 法 
的 等 号 (= ) 左右 不 能 交换 了 。” 

原来 如 此 ……… 是 这 么 一 回 事 啊 。” 泰 淋 拉 说 。 

“把 大 O 表示 法 看 作 集 合 的 话 ， 集 合 的 包含 关系 便 能 原封 不 动 地 反 
映 在 大 O 表示 法 的 层级 上 。” 米尔 嘉 继续 说 明 。 
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“通过 大 O 表示 法 ,我们 得 到 了 表示 算法 的 “速度 ” 的 词语 。 它 有 本 
能 与 在 计算 机 上 实际 运行 程序 的 “速度 不同， 因为 大 O 表示 法 无 视 ] 
系数 与 常数 项 。 但 是 ， 通 过 用 大 O 表示 法 归纳 总 结算 法 ， 我 们 可 以 描述 
当 输 入 的 规模 非常 大 时 算法 的 状态 ， 也 就 是 算法 的 渐 近 的 状态 。 用 某 
种 伪 代 码 写 出 的 算法 运行 步 数 为 4n 十 5， 换 另 一 种 伪 代 码 来 写 ， 可 能 运 
行 步 数 就 变 成 了 3n 十 1。 但 是 算法 的 阶 不 会 改变 ， 无 论 哪 种 写法 ， 它 们 
的 阶 都 是 O(n)。 通 过 O(n) 这 种 表达 方式 ， 我 们 可 以 将 算法 的 渐 近 的 状 
态 转述 给 他 人 。” 
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6.5 动态 视角 、 静 态 视 角 


6.5.1 需要 比较 多 少 次 呢 
“虽然 我 也 说 不 大 清楚; 不 过 我 发 现 逐 行 调试 算法 时 我 用 到 的 大 脑 部 
分 ， 和 使 用 数学 公式 表示 最 大 运行 步 数 时 用 到 的 大 脑 部 分 ， 这 两 者 不 二 
一 样 。 泰 条 拉 说 。 

“ 啊 ， 是 啊 。 我 也 有 同感 。 我 说 。 

“一 般 来 诗 ， 比 起 分 析 动 态 的 东西 ,分 析 静 态 的 东西 更 为 容易 。” 米 























































































































































































































“动态 ……: 指 的 是 ?” 
“简单 来 说 ， 就 是 像 逐 行 调试 这 样 ， 必 须 遵 循 时 间或 者 顺序 的 东西 。 
与 之 相对 ， 即 便 不 遵循 时 间 与 顺序 ， 也 能 将 全 体 的 构造 一 览 无 余 的 就 是 
静 态 的 东 5 


“将 问题 落实 到 数学 公式 上 会 让 人 放心 ， 也 是 因为 这 样 就 可 以 将 全 体 
吧 。 我 

































































































































































上 
[| 自 语 。 





























“我 们 有 时 会 将 研究 对 象 由 动态 化 为 静态 ， 之 后 再 进行 分 析 。 抛 弃 时 
间 与 顺序 ， 将 问题 转化 为 易于 人 处 理 的 构造 。 这 种 方法 运用 得 当 的 话 ， 会 
让 我 们 事半功倍 。” 米 尔 嘉 一 口气 讲 完 。 

“将 动态 的 东西 转化 为 静态 …… 吗 ?” 泰 打 拉 说 。 

“对 的 ……: 那么 ,我 出 一 个 著名 的 问题 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 
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问题 6-3( 对 比较 排序 算法 最 大 比较 次 数 的 评估 ) 


对 大 小 为 n 的 数列 i 
阶 ? 换言之 ,是 否 可 以 认为 














行 [ 








9 如 峡 











对 于 但 


E 意 比较 排序 自 











潜 ， 





都 





Jase (n) 一 


较 排 序 时 ， 最 大 比较 次 数 
设 最 大 比较 次 数 为 Tmax(n)， 那么 ， 


是 否 至 少 为 nlogn 





Q(nlogn) 


成 立 ? 补充 条 件 : 数列 的 元 素 全 部 不 同 。 






























































































































































































































































































































































“比较 排序 是 什么 ?” 
“比较 排序 是 只 通过 比较 任意 两 元 素 的 大 小 从 而 进行 排序 的 算法 。 比 
如 冒 泡 排序 就 是 比较 排序 的 一 种 。 
“原来 如 此 ! 我 明白 了 。 那 先 让 我 数 一 下 比较 次 数 ! 请 给 我 一 点 时 间 ， 
不 了 多 久 一 一 ” 
“ 哎 哎 哎 哎 ， 泰 条 拉 !1” 我 急忙 叫 住 她 。 
“说 了 四 次 “ 左 ……… 不 是 质数 。 学 长 你 想 说 什么 ?” 
“你 想 怎 么 计数 啊 ?” 
“号 …… 研究 冒 泡 排序 就 好 了 吧 ?” 
“不 行 哦 。 我 们 要 判断 的 是 任意 比较 排序 的 最 大 比较 次 数 是 否 为 
fQ(nlogn) 单 讨论 冒 泡 排序 没有 意义 呀 。” 
| 阿 和 
“所 以 说 ， 泰 条 拉 ， 这 个 问题 是 想 让 我 们 证 明 一 一 无 论 天 才 程 序 员 
写 出 怎样 出 色 的 算法 ， 都 不 能 使 算法 的 最 大 比较 次 数 小 于 nl1ogn 阶 。” 
“ 原 、 原 来 如 此 ! 无 论 怎样 的 天 才 来 写 ， 都 不 能 让 阶 数 降低 ……: 
“把 问题 限定 在 比较 排序 的 范围 内 也 就 是 说 一 一 ”米尔 嘉 开 始 解释 ， 
其 基本 操作 就 是 “比较 两 个 元 素 ， 判 断 哪 一 个 元 素 更 小 " 。 因 为 算法 会 
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根据 判断 的 结果 动态 地 改变 运行 路 线 ， 所 以 我 们 难以 调查 所 有 的 情况 分 
支 。 为 了 能 静态 地 把 握 住 这 种 算法 ， 我 们 可 以 引入 比较 树 。 









































6.5.2 比较 树 

“我 们 可 以 引入 比较 树 。” 米尔 带 说 。 

“比较 树 …… 是 什么 东西 呀 ?” 

“比方 说 ， 我 们 用 比较 排序 算法 来 排序 三 个 元 素 4[1], 4[2], 4[3]。 
对 应 A[1], 4[2], A[3] 的 大 小 关系 ， 我 们 可 以 建立 如 下 的 比较 树 。” 






























































比较 树 的 例子 





























“比较 树 中 的 内 部 结 点 (椭圆 形 ) 表 示 第 几 个 元 素 与 第 几 个 元 素 比 较 。 
比较 树 顶 端的 内 部 结 点 称 为 根 结 点 。 从 根 结 点 按 顺 序 向 下 前 进 ， 等 价 3 
通过 比较 排序 算法 进行 元 素 之 间 的 比较 。 比 较 树 只 关注 比较 哪 两 个 元 素 
确定 元 素 间 的 顺序 ， 不 关注 元 素 怎 样 在 数列 内 移动 。 可 以 说 比较 树 静 
态 地 表示 了 元 素 间 的 比较 过 程 。 
































































































































240 第 6 章 难以 捉摸 的 未 来 





























“比较 树 下 端的 外 部 结 点 (长 方形 ) 即 叶子 结 点 ， 表 示 所 有 元 素 的 顺 
序 。 通 过 比较 树 从 “ 根 ” 到 “叶子 ” 的 流程 ， 可 以 确定 元 素 的 顺序 。 因 为 
无 论 给 定 怎 样 的 数列 ， 比 较 树 都 要 进行 排序 ， 所 以 ， 比 较 树 的 “叶子 ” 必 
须 包 含 数列 的 所 有 排列 ， 否 则 会 出 现 无 法 排序 的 数列 。” 

米尔 嘉 扫 视 我 们 后 接着 说 : 

“比较 树 从 “ 根 ” 到 “叶子 ”的 内 部 结 点 数 相当 于 比较 次 数 。 当 讨论 比 
较 树 从 “ 根 ” 到 “叶子 的 所 有 路 线 时 ， 要 关注 内 部 结 点 数 最 多 的 路 线 。 
这 个 内 部 结 点 数 的 最 大 值 ， 也 就 是 算法 的 最 大 比较 次 数 ， 我 们 将 这 个 值 
你 作 比较 树 的 “高 度 `" 。 比 较 树 的 “高 度 ` ， 是 从 “ 根 ” 到 “叶子 途经 的 内 
部 结 点 数 的 最 大 值 ， 它 与 比较 排序 算法 的 最 大 比较 次 数 相 等 ， 例 如 刚才 
的 比较 树 的 “高 度 ' 为 3。 这 样 一 来 ， 动 态 的 比较 排序 算法 就 可 以 转化 为 
静态 的 比较 树 了。” 

“原来 如 此 ， 我 们 已 经 不 需要 对 比较 排序 算法 进行 分 情况 讨论 了 。” 
我 佩服 地 说 道 ,“ 作 为 蔡 代 方案 ,我 们 要 去 调查 比较 树 的 构造 ……” 

“如 果 对 比较 树 有 了 初步 的 认识 ， 接 下 来 就 简单 了 。 在 比较 树 中 ， 每 
一 个 结 点 都 会 产生 2 根 分 权 。 那 么 ， 当 比较 树 的 高 度 为 九 时 ， 它 会 有 多 
少 个 外 部 结 点 呢 ? 因为 至 多 产生 户 次 2 根 分 权 ， 所 以 外 部 结 点 的 个 数 至 
多 为 2* 个 。 男 一 方面 ， 大 小 为 n 的 数列 共有 nl! 个 排列 。 因 为 比较 树 的 
“叶子 ”必须 包含 数列 的 所 有 排列 ， 所 以 下 面 的 不 等 式 必然 成 立 。 
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2 > ml 




















\ 等 式 两 边 同 时 取 底 为 2 的 对 数 。 因 为 底 大 于 1 的 对 数 函 数 y = log2z 是 
单调 递增 函数 ， 不 等 号 方向 不 变 ， 下 面 的 不 等 式 成 立 。 












































log2 2” > log2 ml 





这 样 我 们 就 可 以 认为 不 等 式 
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h > 1log2n! 























成 立 。 话 说 回来 ， 因 为 比较 树 的 高 度 h 等 于 比较 排序 算法 的 最 大 比较 次 数 ， 
所 以 ， 如 果 想 证 明 h = 二 8(n1logn)， 只 需 证 明 logzn!== 人 (nlogn)。” 
“原来 如 此 ……… ”我 说 。 
































6.5.3 log n! 的 评估 
“如 果 想 要 评估 log2n!, 只 要 评估 nl! 就 可 以 了 对 吧 ? 叫 什么 来 
着 …… 啊 ， 用 斯 特 林 公式 了 就 可 以 了 吧 , 但 是 …… 我 不 记得 公式 了 




















































































































“我 们 的 目的 是 证 明 














log2n! = 1(n1ogn) 




















而 证 明 的 过 程 不 需要 斯 特 林 公式 。 因 为 非常 粗略 的 评 
log2n! 二 12(n1ogn)。” 米 尔 嘉 说 。 

“不 好 意思 …… 评估" 是 什么 意思 啊 ?” 泰 采 拉 问 。 

“在 这 里 表示 对 大 小 的 评估 。” 我 回答 。 

“为 了 泰 打 拉 ， 我 具体 说 一 说 吧 。” 米尔 嘉 说 ,“ 比 如 我 们 要 评估 log 6! 
的 大 小 ， 就 可 以 把 6! 写成 这 样 的 形式 。” 
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fF， 都 足以 证 明 









































































































































6!=6.5.4.3.2.1 


























“ 嗯 ,确实 是 这 样 。 























中 斯 特 林 公式 ( Stirling's approximation ) 用 于 评 佑 n! 的 近似 值 , 它 的 精度 非常 高 
即便 n 很 小 ， 其 取 值 也 十 分 准确 。 斯 特 林 公式 的 典型 形式 是 In nl=nlnn 一 n 
O(logn), 或 换 成 以 2 为 底 的 对 数 形式 log2n! = 二 nlog2n 一 (log2e)n + O(logn)， 
于 评估 比较 排序 算法 的 最 大 比较 次 数 。 更 精确 的 形式 是 nl ~ Vanm (23) ”符号 “~” 
读 作 “ 渐 近 于 ”， 表 示 当 nn 趋 向 于 无 穷 时 ， 其 两 端 式 子 的 比值 趋向 于 1。 一 一 译 者 注 
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“我 们 想 用 比 这 个 数 更 小 的 数 来 评估 ， 也 就 是 从 下 评估 6!。 比 如 ， 取 
6, 5, 4, 3, 2, 1 中 央 的 数 3， 用 3 个 3 相 乘 来 评估 。 
6!=6.5.:4.3.2.1>6.5.4>3.3.3=33 
“ 曙 …… 这 是 举例 说 明 对 吧 ?” 
“ 没 错 。 如 此 一 来 ， 下 面 的 不 等 式 成 立 。 
6! > 35 
“确实 呀 。 
“接着 两 边 同 时 取 对 数 ， 就 像 这 样 。 
6! > 35 
log 6! > log 33 边 同时 取 对 数 
log6!>31log3 因为 log33=3log3 
“为 一 般 化 作 准备 ， 这 里 将 3 表示 为 多 ， 得 到 下 面 的 式 子 。” 
log 6! 之 二 log 
2 
“根据 以 上 讨论 的 结果 ， 将 底数 设 为 2， 当 n>>4 时 可 以 进行 一 般 化 。” 
nN Nn 
log2 nl 之 3 log» 记 
“在 这 里 ， 当 n 之 4 时 ， 因 为 logs 号 > 坦 logamn “， 所 以 我 们 能 得 到 
下 面 的 式 子 。” 








二 
@ 这 是 因为 , n>4>0, n?>4n>0, n>2Vn = 2n’, 
1 的 对 数 函 数 是 和 








单调 递增 函数 ， 两 边 同时 取 以 2 为 底 的 对 数 即 











n>?， 注 意 到 底 大 于 
。 一 一 译 者 注 
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logs nl > 3 log 
n 1 i Nn 1 
之 F71827n 因为 logs 地 之 3 log2n 
1 
= 4A" lg2n 








因此 ， 下 面 的 式 子 成 立 。 

















1 
log2 7m! 之 "log2 n (n> 4) 








换言之 ， 下 面 的 式 子 成 立 。 

















log2n! = 1(n log2n) 


也 就 是 ， 


logn! = 1(nl1ogn) 














成 立 。 这 就 是 我 们 想 证 明 的 东西 。 
好 啦 ， 这 样 工作 就 完成 了 。 























解答 6-3( 对 比较 排序 算法 最 大 比较 次 数 的 评估 ) 















































进行 比较 排序 时 ， 最 大 比较 次 数 可 以 表示 为 一 














六 
党 
宝 
一 




































































通过 对 比较 树 “ 高 度 ” 的 评估 ,我 们 得 出 结论 ， 对 大 小 为 叶 的 数列 


牢 地 地 抓 着 笔记 本 小 声 咬 咕 ,“m > 4 时， 为 什么 


“只 要 求 差 ,观察 结果 的 正 负 就 能 明白 了 哦 。” 我 说 ,“ 这 就 像 定式 
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nN 1 1 光 pe 
log> 本 一 了 logsn = (log2n — logs 2) 一 四 log2n 根据 对 数 的 性 质 
1 S 
二 logs n — log, 2 合并 logsn 的 项 
1 
= 3 10g2n—1 因为 log:2 王 1 
“因为 当 n 交 4 二 2? 时， 注意 到 y = logy z 是 单调 递增 函数 ， 所 以 
log2n 之 2， 因 此 下 面 的 式 子 成 立 。” 
1 
了 log2n 一 1 之 5 :2 一 工 志 省 
“所 以 ，logs 鱼 一 言 logzn 之 0， 最终 得 出 下 面 的 式 子 成 立 。” 























n 1 
log> 了 之 了 logsn 














“谢谢 学 长 。 我 得 复习 下 对 
“ 综 上 所 述 ， 我 们 可 以 说 当 进 









































亚 尼 


六 


“刚才 我 们 
nlogn 阶 。 同 样 的 ,我 
较 的 方法 从 数列 2 
二 分 查找 算法 的 最 大 比较 次 数 是 O(log n)， 也 就 是 
度 为 9(logn)， 从 渐 近 的 角 
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局 > 
















































































@ 应 为 有 序数 列 。 如 细 
n 阶 。 一 一 译 者 注 
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泰 洒 拉 说 。 





RE 











了 友 头 ,， “这 个 话题 有 


傈 吕 











趣 的 地 方 在 














3 比较 树 证 明 





门 也 和 


输入 的 数列 了 








E 证 明 比 较 查 找 算 法 
查找 元 素 的 算法 








F “比较 "这 一 操作 


比较 排序 有 时， 比较 次 数 至 少 为 nlogn 


于 ,我们 无 须 将 算 


将 
， 通 过 比较 树 这 一 


























了 比较 排序 算法 的 最 大 比较 次 数 至 少 


Ni 
入 ~、 
































主 




















说 ， 








也 就 是 只 采用 比 





的 最 大 比较 次 数 是 (log n)。 





分 查 


找 的 时 间 

















来 说 ， 二 分 查 














效 的 入 





不 取 





排序 ， 比 较 查 找 算法 的 最 大 比较 次 数 至 少 为 
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法 ， 不 存在 比 二 分 查找 算法 更 快 的 比较 查找 算法 。” 
“原来 如 此 。 我 说 。 
“刚才 米尔 嘉 用 到 的 比较 树 ， 还 有 在 情况 数 问题 中 用 到 的 树 
论 哪个 都 是 “ 树 ” 啊 。 我 们 不 经 意 间 嘲 地 发 现 了 相似 的 概念 ， 这 可 真 夫 












































NN 
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cl 























































































































“确实 是 这 样 呀 。” 我 说 ,“ 对 于 带 有 一 定 结构 的 研究 对 象 来 说 ， 或许 
] 树 来 整理 会 比较 方便 。” 









































6.6 ”传递 和 学 习 

















“那个 ……” 泰 末 拉 一 副 认真 的 表情 ,“ 为 了 把 工作 传达 给 计算 机 先 
生 ， 我 们 必须 把 工作 转化 为 程序 的 形式 。 无 论 是 对 人 也 好 、 对 计算 机 也 
罢 ， 将 想法 传递 给 对 方 真是 非常 重要 啊 。 
“是 啊 。 我 说 。 泰 采 拉 有 瞄 了 我 一 眼 ， 随 之 嫣然 一 笑 ， 接 着 又 摆 回 严 
NH 的 表情 。 
“我 我 从 学 长 那里 学 到 了 “数学 公式 就 是 信息 " 。 我 通过 读书 和 
教材 ， 从 写 下 数学 公式 的 人 那里 得 到 信息 。 但 总 有 一 天 ， 





















































































































































六 由 

































































































































































我 自己 也 会 成 为 信息 的 发 送 者 。 


我 想 ， 这 一 天 会 来 到 吧 ……” 
“ 泰 条 拉 ， 我 最 近 也 在 思考 同样 的 事情 。 我 不 打算 只 是 解答 被 给 予 的 
问题 ， 我 希望 有 一 天 自己 和 息 的 发 送 者 。” 
“是 啊 ……” 泰 玉 拉 一 边 思考 一 边 说 ,“ 我 在 思考 数学 公式 的 时 候 ， 
就 会 想象 "遥远 的 世界 " ， 遥 远 指 的 是 时 间 上 的 遥远 。 
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售 以 捉摸 的 未 来 





界 ?” 
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我 离 
































已 不 在 





的 未 来 !” 





泰 杀 拉 双 手紧 担 在 























这 个 世界 一 一 即便 在 我 肉体 已 经 六 
恨 给 那个 时 代 的 人 们 传递 些 什 么 ,传递 到 “遥远 























的 世界 








胸 前 。 
































拉 可 实 不 


在 是 令 令 人 佩 

















”米尔 




















嘉 说 。 


巴 信 息 传 递 到 超越 

















思想 太 


;NCD 





J 材 虽 所 1 然 小 巧 

















WT 








命 的 未 来 呢 





























“通过 …… 论文 来 传递 吗 











这 真是 个 让 我 意外 的 答案 
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瑟 








“ 泰 打 拉 ， 


论文 的 








本 质 3 






























































Ey 


这 ， 


Le 一 





1 记录 有 传递 


是 论 仑 文昌 














这 ， 


己 的 新 发 现 累 








究 的 











古 负 


出 叫 
由 





月 o 





























筑 就 


























， 是 学 问 




















现在 ， 








展望 未 来 


Le] 








本 质 。 


?” 泰 打 拉 叹 了 一 
































门 的 发 现 之 上 。 




















， 你 是 从 哪里 





学 到 这 些 东 
































上 和 论文 ， 








老师 。” 


还 














西 的 啊 ? ” 泰 洲 拉 问 。 





和 拓 的 未 来 ， 我 
， 传 递 到 我 














外 乱 





住 啊 [es 我 
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“老师 ? 学 校 里 可 没 讲 过 那 种 事情 啊 .” 我 有 些 好 奇 。 

“比如 我 从 双 仓 博士 一 一 理 纱 的 母亲 那里 就 学 到 了 很 多 东西 。 

“ 族 ?” 

“因为 我 经 常会 去 参加 双 仓 图 书馆 举办 的 研讨 会 呀 。 双 仓 博 士 每 次 从 
美国 回来 后 ， 都 会 举办 开放 式 的 研讨 会 。 我 在 那里 了 解 到 了 许多 有 趣 的 
问题 以 及 解答 ， 知 晓 了 学 习 的 意义 ， 明 白 了 读书 与 论文 的 态度 ， 学 到 了 
“我 什么 都 没 学 到 。” 我 们 一 齐 看 向 突然 发 声 的 理 纱 。 
外 脑 屏 幕后 面 的 她 抬 起 头 ， 说 话 时 火红 的 头发 在 颜 动 。 

“我 从 那个 人 那里 什么 都 没 学 到 ,那个 人 没有 教会 我 任何 东西 。 理 
纱 剧烈 地 咳嗽 着 ， 了 眼睛 死 死 地 采 着 米尔 嘉 。 
“我 学 到 了 。 ”米尔 嘉 的 语气 毫 不 留情 ,“ 我 从 未 见 过 你 参加 研讨 会 。 
明明 你 就 住 在 双 仓 图 书馆 附近 ， 研 讨 会 在 你 眼前 频繁 地 举办 ， 是 否 利用 
这 个 学 习 的 机 会 是 你 的 自由 ， 但 你 没 理由 抱怨 学 不 到 知识 。 

“不 对 ， 我 去 过 。” 理 纱 说 完 又 咳嗽 起 来 。 

“可 你 后 来 再 也 没 去 过 。” 米 尔 嘉 依然 吊 吊 到 人,“ 为 什么 ?” 

“也 不 用 在 意 什么 研讨 会 。” 米 尔 嘉 穷 妃 不 舍 , “你 有 很 多 和 双 仓 博士 
交谈 的 机 会 吧 ? 她 就 是 你 的 母 杀 ， 你 想 什 么 时 候 请 教 她 都 没 问 题 。 你 提 
问 了 吗 ? 还 是 说 博士 没有 讲解 给 你 听 ? ” 

“……” 理 纱 什么 都 没有 说 。 


“你 从 父母 那里 什么 都 学 不 到 吗 ? 你 从 未 珍惜 眼 前 的 机 会 ， 抱 怨 起 习 
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倒是 悠然 自得 啊 。 

“反正 ” 理 纱 强 忍 着 咳嗽 ,“ 反 正 我 不 善于 表达 …… 咳 咳 …… 也 
不 能 正常 地 发 声 …… 咳 咳 …… 我 自己 总 是 抓 不 住 机 会 ， 现 在 已 经 来 不 
及 了 ， 我 只 能 一 个 人 去 做 。” 
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“认为 自己 错过 机 会 是 你 的 自由 ,” 米 尔 串 说 , “认为 为 时 已 晚 是 你 的 
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幅 涅 
| 





Wp = 


上 
上 


























， 在 一 旁 冷嘲热讽 也 是 你 的 自由 。 你 开心 就 好 。 你 对 于 “学 习 " 的 态 

















可 见 一 斑 。 归 根 结 底 ， 和 解 谜 相 比 ， 你 更 热衷 于 守护 






























































米尔 亮 的 话语 是 火 阁 的 ， 声 音 是 冰冷 的 
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己 心中 的 围城 








































































































泰 朵 拉 一 眼 。 














“ 啊 ， 那 个 ! 不 、 不 要 吵架 了 ……… 我 们 都 是 “ 欧 拉 老 师 的 弟子 ”对 吧 !” 





泰 朱 拉 来 回 观 察 着 理 纱 和 米尔 嘉 的 表情 ， 不 知 所 措 地 来 回 摆手 ， 做 
斐 波 那 契 手 势 岂 数学 爱好 者 之 间 的 手势 。 但 是 ， 对 峙 着 的 两 人 没 
看 















































“我 并 不 是 在 吵架 。” 米 尔 嚣 回答 泰 条 拉 ， 视 线 却 没 从 理 纱 脸 上 移 



















































































里 纱 转 过 头 避 过 米尔 喜 的 目光 ， 面 对 痢 电 脑 屏 幕 戴 上 耳机 ， 便 再 没 



















































































用 语言 表达 的 话 ， 

O(f(n)) 读 作 “ 至 多 为 f(n) 阶 ”， 
人 2(f(n)) 读 作 “ 至 少 为 f(n) 阶 ”， 
日 (f(n)) 读 作 “ 恰 好 为 f(n) 阶 ”。 
高 德 纳 多 





D3 


© 






































次 出 现在 《数学 女孩 ) 中 ， 是 泰 打 拉 想 出 来 的 数学 爱好 者 之 间 的 
[ 











问候 语 。 若 看 到 




















对 方 打出 这 个 手势 ， 自 己 就 要 做 出 “ 石 3 


























剪刀 布 " 中 的 “ 布 " 的 手势 








去 回应 。 这 是 因 






































为 在 斐 波 那 契 数列 中 ，1, 1, 2, 3 的 后 面 是 5， 与 做 “ 布 " 的 手势 时 人 
同 。 一 一 译 者 注 


[a 


出 自 Selected Papers om Analysis of Algorithms 第 35 页 。 



































出 的 手指 数 相 








第 7 章 


和 矩 阵 





因为 我 的 船上 没有 带 罗 盘 ， 
所 以 一 但 看 不 见 那 座 和 岛 ， 
我 就 再 也 无 法 知道 该 怎样 向 它 驶 去 了 。 


一 一 《 重 滨 进 漂流 记 》 


7.1 图 书 室 


7.1.1 瑞 谷 老师 
“ 哪 位 同学 能 帮 有 我 个 忙 ? ”图 书 室 里 传 来 瑞 谷 女 史 的 声音 。 
我 和 泰 采 拉 都 吓 了 一 跳 。 
我 们 正 待 在 图 书 室 ， 现 在 已 经 放学 了 。 
理 员 瑞 谷 老师 身 穿 套 裙 ， 戴 着 深 色 的 眼镜 。 我 和 泰 集 拉 听 到 
老师 的 声音 ,赶紧 看 了 眼 时 间 。 平 时 ， 老 师 总 会 站 在 图 书 室 的 中 央 ， 像 
外 脑 一 样 精准 地 宣布 放学 时 间 。 难 道 现 在 已 经 那么 晚 了 吗 ? 














































































































到 书 管 
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瑞 谷 女 史 重复 着 同样 的 台词 。 哪 位 同学 能 帮忙 ?老师 对 谁 说 呢 ? 环 
顾 四 周 ， 图 书 室 里 只 有 我 和 泰 条 拉 。 看 来 老师 是 在 叫 我 们 。 
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老师 说 的 帮忙 ， 指 的 是 整理 书库 的 工作 。 我 们 跟随 瑞 谷 老师 走 进 书 
库 ， 这 是 我 第 一 次 走 进 书库 内 部 。 一 进门 

































































过 
这 
过 | 
se 
2- 
ft 
站 
训 
， 这 
s 3 
WW 
可 
bz 













































































































































































































































































将 扒 在 架子 上 的 书 摆 放 到 书架 上 。 











7.1.2 TETRALIANE 





“学 长 你 知道 tetraliane 2 吗 ?” 

泰 条 拉 说 着 递 给 我 一 本 《有 机 化 学 》。 

“是 泰 末 拉 的 粉丝 吗 ?” 

“ 喊 ， 不 是 啦 。 咽 …… tetraliane 指 的 是 碳 原子 个 数 为 4000 的 饱和 
左 氨 化 合 物 “ 四 千 烷 '"。 包 含 400 个 碳 原子 的 碳 氢 化合 物 是 四 百 伐 ， 英 文 
叫 作 tetractane。” 

“ 碳 原 子 的 个 数 啊 …… 化 学 的 话题 ? ”我 一 边 把 书 摆 上 书架 一 边 说 。 
“ 嗯 。 如 果 有 40 个 碳 原 子 就 是 四 十 伐 ， 英 文 称 为 tetracontane。” 
“ 认 ? 像 是 在 图 谋 不 轨 呀 。” 

“为 什么 这 么 说 ?” 

“ 泰 打 拉 阴谋 。” 

“真是 的 1” 

“四 千 煤 是 tetraliane、 四 百 烷 是 tetractane、 四 十 烷 是 tetracontane'…… 


那么 4 个 碳 原子 的 时 候 怎 么 说 ?” 













































































































































































































































































Qz 在 日 语 中 , tetraliane 与 “ 泰 打 拉 的 粉丝 ”的 发 音 相近 ; 后 文 的 tetracontane 与 “ 
打 拉 阴谋 ”的 发 音 相 似 。 一 一 译 者 注 














“我 …… 不 是 很 想 说 0。” 





各 




















烷 是 butane*…… 


“答对 了 ， 是 butane， 
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怎么 了 ?甲烷 是 methane、 乙 烷 是 ethane、T 








我 们 一 边 笑 一边 收拾 书 。 


“这 是 最 后 一 本 书 了 。” 泰 条 拉 说 ,“ 嗯 ……《 线 怕 





























来 是 线 “ 性 ” 代数 响 ， 我 还 以 为 是 线 “ 形 " 代数 呢 。” 



































~ 








是 “线性 哦 ， 可 不 要 记 错 成 线形" 啦 。 
公 


不 留神 泰 灯 拉 手中 的 书 滑落 到 地 上 。 











人 阿 。” 
我 们 同时 足下 身 捡 书 。 
人 做 呀 ! 79 


“好 痛 ! 7” 

































































ns 撞 到 额 尖 了， 


两 人 的 额头 结 结实 实地 磁 了 个 正 着 。 
做 











泰 沙拉 一 边 揉 着 额头， 
“好 痛 啊 。 我 说 。 


“没事 吧 ?” 






































边 抬 起 《线性 代数 》， 害 





至 少 叫 tetratane @ 也 好 呀 。” 








代数 》 族 族 族 ? 原 

















泰 末 拉 踏 起 脚尖 伸 出 没 

















抱 着 书 的 右手 像 是 要 所 


摸 我 的 额头 。 









































和 往 稼 一 样 的 垂 甜 的 味道 变 得 更 加 清晰 。 






































她 睁 着 水 灵 的 大 有 眼睛 看 




















我 也 看 着 她 。 






































G@ 4 个 碳 原子 的 丁 烷 butane 与 




















@ tetratane 与 “ 泰 杀 拉 碳 ”的 











语 中 的 “ 猪 ” 发音 近似 。 一 一 译 者 注 
语 发 音 相 近 ， 听 上 去 可 爱 一 些 。 一 一 译 者 注 

















时 间 在 沉默 中 流逝 。 
我 像 着 了 麻 似 的 ， 将 双手 措 在 她 的 户 

















i 
加 


























泰 条 拉 将 书 护 在 胸 前 ， 亚 着 脑袋 。 

































































泰 条 拉 说 着 跑 出 书库 。 
只 留 下 我 …… 拿 着 手中 的 《线性 代数 》 呆 在 原 地 。 











































































































7.2” 尤 里 
7.2.1 无 解 

“不 是 的 !” 尤 里 对 着 笔记 本 叫 道 ，“…… 好 了 ， 这 样 就 行 了 。 作 业 完 
成 只 。 哥 可 ,你 有 什么 有 意思 的 习题 吗 ?” 



























































今天 是 周 六 ， 尤 里 和 往常 一 样 来 我 的 房间 玩 。“ 今 天 我 是 来 学 习 的 
哦 。” 来 了 之 后 她 这 样 说 ， 然 后 便 一 直 埋 头 学 习 到 现在 。 她 把 树脂 边框 的 
眼镜 摘 下 来 登 好 ， 装 进 胸 前 的 口袋 。 
























































































































































我 从 世界 史 的 参考 书 中 抬 起 头 ， 叹 了 一 口气 。 


“我 正 学 习 呢 ……: 你 要 试 试 解 联 立 方程 式 吗 ?” 



























































我 随手 拿 了 一 张 张 纸 写 下 联 立 方程 式 递 给 尤 里 。 
27 十 4V 一 了 和 QO 
T+2y =4 © 
“ 解 这 种 方程 还 不 是 轻而易举 。” 尤 里 说 , “首先 啊 ， 为 了 消去 x， 我 



























































器 


们 在 方程 式 四 的 左右 两 边 都 乘 以 2， 将 乘 以 2 后 的 方程 式 设 为 @@ …… 
看 ， 出 现 2z 了 吧 。” 















































27+4y=8 @ (将 方程 式 @ 的 左右 两 边 都 乘 以 2 ) 
































“ 嘿 ， 接 着 呢 ?” 我 催促 尤 里 继续 。 
“接着 只 要 ] 加 减 去 @， 就 能 消去 de 


















































































































































































































































2z7+4y =8 四 
一 ) 20 FE 4vy > 7 PR @ 
0 十 0 LC?) 
接着 昵 ? ”我 坏 笑 着 说 
“哎呀 ， 怎 么 y 也 被 消去 了 啊 ? 0 十 0 = 二 1? 这 真 奇 怪 ……. » 
里 ;怎么 了 ? 
“ 胆 虽 吗 ……… 哥哥 你 页 赖 。 这 种 联 立 方程 式 根 本 解 不 出 来 嘛 。 你 看 ， 
明明 在 方程 式 @@ 中 2z + 4y 等 于 7， 而 在 方程 式 @ 中 ， 同 样 的 2x 十 4y 
却 等 于 8 了 。 我 就 说 嘛 ， 怎 么 可 能 有 那样 的 x 和 % 啊 。” 



























































“是 呀 。 因 此 ,我 们 把 无 法 解 出 联 立方 程式 的 这 种 情况 称 为 一 一 
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“ 没 错 。 无 解 表示 联 立 方程 式 的 解 不 存在 。 
“ 哦 9 





7.2.2 无 穷 多 解 
我 又 拿 出 一 张 纸 ， 写 下 新 的 联 立 方程 式 。 
“将 方程 式 @ 中 的 7 换 成 8， 这 就 成 了 一 个 新 的 问题 。” 我 说 。 
“ 哦 哦 。” 
















































































“就 像 万 里 刚刚 做 的 那样 ， 将 方程 式 包 的 左右 两 边 都 乘 以 2， 这 样 一 














27 十 4 一 8 将 方程 式 外 的 左右 两 边 都 乘 以 2 














“啊呀 ? 这 次 出 现 了 和 @ 一 模 一 样 的 方程 式 呀 。” 
“ 嗯 ， 因 此 ，@ 与 @ 的 联 立 方程 式 实际 上 只 是 一 个 方程 式 哦 。 只 要 是 
满足 2z +4y =8 的 zy 的 组 合 ,都 是 联 立方 程式 @@@ 的 解 , 像 (z,y) = 
(0, 2), (2, 1), (二 ,了 ),… 这样 ， 联 立方 程式 @ 加 的 解 有 无 穷 多 个 
袁 原来 如 此 sd 2 
“ 像 这 样 无 法 确定 联 立方 程式 的 解 的 情况 ， 我 们 称 联 立方 程式 有 无 穷 


















































































































































“对 ， 无 穷 多 解 表 示 满 足 联 立 方程 式 的 解 存 在 无 数 个 。” 



























































尤 里 突然 沉默 不 语 。 她 慢 慢 地 蝎 着 脑袋 ， 栗色 的 马尾 随 之 摇摆 ， 头 
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湾 





























之 随 着 摇摆 内 着 金色 的 光泽 尤 里 陷入 思考 状态 了 ， 这 种 时 候 还 是 不 
要 和 她 搭 话 为 好 。 

“哥哥 ! 你 刚刚 建立 了 无 解 和 有 无 穷 多 解 的 联 立 方程 式 ， 可 是 常见 的 
联 立方 程式 不 是 只 有 一 组 解 吗 ? 那 在 什么 情况 下 才能 确定 联 立方 程式 的 


解 只 有 一 组 吐 ?” 







































































































































































“是 吗 ?” 
尤 里 非常 喜欢 推理 ， 她 好 像 很 喜欢 打破 砂锅 问 到 底 的 感觉 。 
“ 当 联 立方 程式 的 解 只 有 一 组 时 ， 我 们 称 这 个 联 立 方程 式 有 唯一 解 。 
“唯一 解 ?” 
“ 叫 。 不 知道 你 在 学 校 有 没有 学 过 “唯一 解 " 这 个 概念 。 不 过 尤 里 你 
刚才 提出 了 































































































































































































' 联 立方 程式 有 唯一 解 的 条 件 是 什么 ? ， 




















这 样 一 个 问 题 ……… 2 
“我 知道 了 。 说 到 条 件 的 话 ， 联 立方 程式 的 2 和 4.……” 
“希望 你 能 把 它们 叫 作 z 与 y 的 系数 呀 ， 尤 里 。” 

































































2z 十 4y 二 7 (系数 ) 



































“如 果 某 个 方程 式 的 系数 被 放大 一 定 倍数 后 ， 和 其 他 方程 式 的 系数 相 
同 了 ， 那 么 联 立 方程 式 的 解 不 唯一 。” 
“ 咽 … 尤 里 ， 如 如 知道 “ 尤 里 明白 了 ,但 是 别人 听 不 懂 你 的 说 明 
呀 。 如 果 无 法 让 不 懂 的 人 也 能 理解 ， 就 不 能 说 你 真正 地 明白 了 。” 
“ 喔 ， 可 就 算 哥 哥 你 这 人 么 说 ……” 尤 里 一 个 劲 儿 地 用 指甲 尖 殴 着 虎牙 。 
“那么 我 们 来 一 起 思考 “ 联 立 方程 式 有 唯一 解 的 条 
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Ss 
疯 
< 可 
说 
五 
蝇 
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7.2.3 唯一 解 


问题 7-1 ( 联 立 方程 式 有 唯一 解 的 条 件 ) 



























































和 
ax+by=s 
cr 十 dy 三 此 
求 上 述 联 立方 程式 有 唯一 解 的 条 件 。 
“我 已 经 将 联 立方 程式 的 系数 一 般 化 为 a, b, c, qd 这 样 的 











乡 式 了 。 你 试 












































了 这 个 来 解释 一 下 什么 时 候 联 立 方程 式 有 唯一 解 。 






























































































































































QZ 十 by =s 
cri+ay =t 
“了 不 要 ， 让 我 用 联 立 方程 式 中 四 或 者 外 所 来 说 明 嘛 。 
“好 吧 ， 这 样 也 行 。 
2 十 4 = 7 ee 
(无 解 ) .…… | 中 
i 2y 一 4  .…… © 
2z 十 4 =8 ee 
(无 穷 多 解 ) …… 人 ® 
守 十 27/ 一 4 人) 
“z 十 2y 实际 上 就 是 1z 十 2y， 因 此 z 的 系数 是 1 对 吧 ? 将 外 或 者 外 
的 系数 2 与 4 折 半 ， 它 们 就 会 变 成 四 或 者 四 的 系数 。 这 时 联 立 方程 式 无 
解 或 者 有 无 穷 多 解 。 
“ 咽 …… 未 本 上 没什么 问题 。 但 是 呀 ， 既 然 已 经 用 a, b, c, d, 这 样 的 
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7.2 大 里 ，257 
写 出 了 方程 式 ， 你 直接 解 这 个 方程 式 不 就 好 了 吗 ?” 
“ 族 ? 直接 解 字母 方程 式 ? 怎么 解 昵 ?” 
“就 像 这 样 。” 
iO i Oo 
现在 开始 解 下 面 的 联 立 方程 式 。 
Fr —— by = 3 eo. 人 
cz 十 四 =t .ee 
为 了 消去 y， 计 算 人 xd -5x @@。 
设 @ xd 为 @ 
adr+bdy=sd (@) 
设 bx@ 为 
becr+bdy=bt © 
然后 通过 计算 @  @ 就 能 消去 y。 
adz +bdy =sd ee xd 
一 ) bcz + bdy = bt bx 
(aa 一 bc)z 一 sd 一 中 
因此 ， 只 要 ad 一 bc 关 0， 束 可 以 像 下 面 这 样 求 出 zx。 
(ad—bc)z= sd—bt 根据 上 面 的 计算 
_ sd—%bt 边 除 以 ad 一 be 
ad— bc 
OO i oo 
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“那么 ， 接 下 来 ……: 六 
“我 明白 了 。 刚 刚 我 们 已 经 求 得 了 zx， 只 要 把 > 带 入 到 @ 
y 了 吧 ?” 尤 里 说 。 
















































































就 能 


















































过 仔细 观察 方程 式 消去 z。 


“ 认 ? 怎么 做 呢 ?” 












































这 次 为 了 消去 zx, 计算 ax 全 -xc。 














acz 十 ady =at ee ax® 
一 ) QC2 十 bey 二 SC ee © Xe 
(ad 一 pc)jy =at— sc 
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因此 ， 只 要 ad -bc 了 关 0， 我 们 就 可 以 像 下 面 这 样 求 出 y。 























(ad 一 bc)y = at— sc 根据 上 面 的 计算 
at 一 SC 
aq 一 bc 























y= 边 除 以 ad 一 be 














“ 嗯 ， 你 这 么 做 也 没 问题 。 但 是 ,我们 也 可 以 像 刚 刚 消去 y 那 村 












































根据 上 面 的 结果 ， 当 条 件 ad 一 bc 关 0 成 立时 ， 联 立方 程式 





仅仅 在 

















下 一 组 解 。 








因此 ， 联 立方 程式 有 








储 一 解 的 条 件 是 一 一 
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“ 叫 ， 这 就 可 以 啦 。” 我 看 着 万 里 说 。 

“不 行 哦 ， 尤 里 说 ,“ 逮 辑 上 有 漏洞 呀 …… 
尤 里 一 边 玩弄 发 梢 一 边 思考 ， 而 我 则 在 一 旁 等 待 。 最 近 尤 里 真是 越 
来 越 有 韧劲 了 。 前 段 时 间 还 一 遇 到 难题 就 喊 着 “我 不 明白 ”半途 而 废 ， 最 
近 确 实 能 踏实 思考 了 呀 。 就 好 像 是 一 一 没 错 ， 就 好 像 是 受到 了 和 泰 打 拉 的 


















































































































































































































































“那个 …… 哥哥 ， 我 的 确 明白 “如 果 ad -bc 0， 则 联 立 方程 式 有 了 叭 
一 解 "， 但 是 啊 ， 我 发 现 我 们 还 没有 证 明 如果 ad -bc = 0， 则 联 立方 各 
式 没 有 有 唯一 解 "。 如 果 不 考 虑 ad -bc 二 0 的 情况 ， 总 让 人 感觉 玉 忽 了 







































































































































































wh 


“你 还 真 注意 到 了 呀 ,， 尤 里 。 那 么 我 们 从 起 初 的 联 立 方程 式 开 始 ， 习 
新 思考 是 否 可 以 肯定 “如 果 ad 一 bc = 0， 则 联 立 方程 式 没有 唯一 解 ” 吧 。” 
话 虽 如 此 ,但 仪 仪 通过 方程 的 变形 来 推导 ,还 是 很 难 让 尤 里 理解 。 
这 时 我 想起 米尔 嘉 的 话 。 



































































































































































































































“你 的 弱点 是 不 肯 画 图 。” 















































“其 实 ,” 我 说 ,“ 当 把 满足 az 十 by==s 的 所 有 (zx,y) 点 画 在 直角 化 
标 系 上 ， 你 就 会 发 现 它 是 一 条 直线 。” 

“直线 ?” 

“ 嘎 。az 十 by 二 s 也 好 ,cz 十 dy 二 t 也 好 ,它们 都 是 直线 。 我 们 可 
以 利用 图 形 来 思考 联 立 方程 式 的 解 ， 利 用 图 形 来 分 析 能 让 我 们 的 解 题 过 
程 一 目 了 然 。 先 试 着 画 一 下 azx 十 by = s 的 直线 吧 。 
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axt+by=s 联 立 方程 式 中 的 一 个 方程 式 
by az+s 将 az 移 项 到 右边 
y 一 -7 Zz 十 7 假定 6 了 0， 等 号 两 边 同 时 除 以 b 
— — 
斜率 了 轴 共 距 
因此 ，az 二 = ss 表示 斜率" 为 - 钙 ，'y 轴 截 距 ' 为 这 的 直线 。y 
轴 截 距 指 的 是 直线 与 y 轴 交 点 的 y 坐标 。 你 看 图 就 能 明白 啦 。 
Yh 
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由 az 十 bt 二 s 得 到 的 直线 










































































































































































































































































































































































































































































“ 咖 i 
“你 现在 应 该 明白 “ 平 再 坐标 系 上 的 点 (z,y) 的 集合 是 一 个 图 
”是 什么 意思 了 吧 ? 在 这 里 ，“ 满 足 ax 十 by = 二 s 这 一 方程 式 的 点 的 集 
合 ' 建立 了 “直线 这 个 图 形 ' 对 吧 ?” 
“这 我 当然 知道 啦 。 可 刚刚 我 们 不 是 陷 一 只 眼 闭 一 只 眼 地 假设 2 夭 0 
了 嘛 ， 人 家 一 直 在 意 的 是 那个 呀 。” 
“这 样 啊 …… 尤 里 还 真是 喜欢 对 条 件 蚀 根 问 底 呢 。 那 么 我 们 来 旨 
致 地 分 情况 讨论 吧 ， 然 后 观察 在 不 同情 况 下 az 十 by = s 能 作出 怎样 的 








6 咽 ! 9 


OQ GO oO 


在 a 二 0 八 6 二 0 和信 ss 二 0 的 情况 下 














方程 式 az 十 by = s 为 如 下 形式 。 


07 十 07 王 0 




















YE 大 
H|o 




















忆 在 a 二 0 人 b= 二 0 人 和信 s 关 0 的 情况 下 











方程 式 az 十 by ==s 为 如 下 形式 。 





0g% 寺 gw 三 8 (s 0) 




















任何 (z,y) 都 不 满足 这 个 7 














任意 (z,y) 都 满足 这 个 方程 式 。 也 就 是 说 满足 az 十 by==s 的 



































入 
NN 
六 








旦 式 ， 对 吧 ? 因为 等 号 左边 为 0 而 右边 
































0。 也 就 是 说 , 没有 图 


隐 
azx 十 by 二 s 的 点 的 集合 是 一 个 空 集 。 














是 在 ww 一 0 人 b 尖 0 的 情况 下 











方程 式 az 十 by = s 为 如 下 形式 。 
07z 十 bpy 一 5 





因为 6 关 0， 所 以 方程 式 可 改写 成 这 样 。 








= 之 
7 














万 
满足 az 十 by = 二 s。 从 集合 的 角 











下 筷 洪 
度 来 看 ,满足 





WT 
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无 论 z 取 何 值 ， 只 要 y= 羡 ，0z 十 = s 就 成 立 。 也 就 是 说 ， 满 足 方程 
式 az 十 by 三 s 的 图 形 是 平行 于 zx 轴 的 直线 ， 也 就 是 水 平 线 。 它 与 y 轴 的 


交点 是 (0, 言 ) 哦 。 

























































































ar 十 by =s (0, 三) 











在 a 二 0 人 bb 半 0 的 情况 下 azx 十 by = s 是 水 平 线 


忆 在 a 关 0 信 b= 二 0 的 情况 下 














方程 式 az 十 by = s 变 为 如 下 形式 。 








QZ 十 0V 王 5 





因为 a 关 0 所 以 方程 式 可 改写 成 这 样 。 






































无 论 y 取 何 值 ， 只 要 x = 二，az 十 0y = s 就 成 立 。 也 就 是 说 ， 满 足 方程 
式 az 十 by 二 s 的 图 形 是 平行 于 y 轴 的 直线 ， 也 就 是 铅 牌 线 。 与 x 轴 的 交 
点 是 ( 坪 , 0)。 这 和 刚刚 求 出 水 平 线 的 思路 相同 。 
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ar 十 by =s 





(0) | O 了 








在 a 关 0 人 和信 b 一 0 的 情况 下 azw +by= s 是 铅 垂 线 


PP 在 a 关 0 人 和信 b 半 0 的 情况 下 











方程 式 az 十 by = s 变 为 如 下 形式 。 



































也 就 是 说 ， 满 足 方程 式 az 十 by = s 的 图 形 是 斜率 为 -6，y 轴 截 距 为 的 
直线 。 这 条 直线 既 不 是 水 平 线 也 不 是 铅 垂 线 ， 而 是 一 条 倾斜 的 直线 。 








































































































在 a 关 0 人 入 b 头 0 的 情况 下 axw +by= s 是 倾斜 的 直线 
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OQ GO oO 


















































“ 真 ~ 麻 ~ 烦 ~” 尤 里 说 ,“ 但 是 ,不同 的 情况 各 自 对 应 不 同 的 图 
“我 们 也 要 分 情况 讨论 cz + dy = t。 不 过 分 情况 讨论 的 步骤 和 刚才 
相同 ， 在 这 里 我 们 将 结果 整理 成 表格 吧 。 “不 存在 的 图 形 没有 和 名字， 这 
里 就 写作 空 集 吧 。” 


NN 




























































































































































































































































































ar 十 by 一 S cr+dy=t 
整个 平 卫 d=0A=0Ag=0 | c=0Ad=0At=0 
空 集 a=0Ab=0As#0 |c=0Ad=0At#0 
水 平 线 a=0Ab#0 c=0Ad#0 
铅 垂 线 a#¥z0Ab=0 c#0Ad=0 
倾斜 的 直线 | a0 和 5b 闫 0 c#¥0Adz0 
“ 哦 哦 ! 感觉 不 错 哦 。” 




















这 个 联 立 方程 式 的 解 就 是 同时 满足 两 个 方程 式 的 (z,y)， 联 立方 
程式 的 解 是 由 各 方程 式 作 出 的 不 同 图 形 的 交集 。 我 们 把 图 形 看 作 是 点 的 
















































































“ 哦 哦 ， 原 来 如 此 !” 

“我 们 一 边 看 表格 ,一 边 将 图 形 两 两 组 合 ， 就 像 “ 整 个 平面 和 水 平 

线 ' “倾斜 的 直线 和 水 平 线 " 这 样 。 然 后 去 调查 在 什么 样 的 情况 下 “两 个 
交集 是 一 个 点 "， 这 样 我 们 就 能 明白 在 什么 情况 下 “ 联 立 方程 式 






























































































































































加 
NN 
II 






























































“阳刚 生 富 真 麻烦 啊 !” 
"有 ws 试 着 做 一 下 ， 就 会 发 现 也 没 那么 麻烦 啦 。 因 为 许多 情况 都 
能 归纳 为 一 种 情况 。 比 如 说 ,“ 整 个 平面 和 水 平 线 ” 的 组 合 ， 它 们 的 交 负 
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就 是 水 平 线 本 身 。 一 般 来 说 , “整个 平面 和 某 某 东西 " 的 交集 就 是 “ 某 茶 









































































































































东西 " 本身 。” 

“这 样 啊 :……. 9 

“当然 也 有 需要 再 分 情况 讨论 的 时 候 。 比 如 “水平线 和 水 平 线 " 的 组 
合 ， 它 们 的 交集 可 能 是 空 集 ， 也 可 能 是 水 平 线 。 如 果 两 水 平 线 相 分 离 ， 它 










































































们 的 交集 就 是 空 集 ; 如 果 两 水 平 线 重 合 ， 它 们 的 交集 就 是 水 平 线 本 身 。 
““ 铅 垂 线 和 水 平 线 ” 的 组 合 的 交集 是 一 个 点 呀 !” 






























































































































































































































































































































































“对 对 ， 你 不 是 挺 清楚 的 嘛 。” 
我 和 尤 里 一 起 列 出 了 表示 图 形 两 两 组 合 的 表格 。 
整个 平面 | 空 集 [ ”水 平 线 铬 委 线 ”| 倾斜 的 直线 

整个 平面 | 整个 平面 [ 空 集 [ ”水 平 线 铬 垂 线 | 倾斜 的 直线 

空 集 空 集 | 空 集 空 集 空 集 空 

水 平 线 水 平 线 ”| 空 集 | 空 集 /水 平 线 上 一 点 

铅 垂 线 铅 垂 线 ”| 空 集 = 空 集 / 狼 垂 线 = 
倾斜 的 直线 || 倾斜 的 直线 | 空 集 A 一 点 ? 

两 个 图 形 的 交集 











“然后 呢 、 然 后 呢 ? 接 下 来 干什么 呀 ?” 

“ 接 下 来 ， 要 把 ad 一 bc 的 值 整理 成 表格 。 比 如 说 , 设 az 十 by=s 
为 铅 垂 线 (aX0Ab=0)，cz 十 dy = 为 水 平 线 (c=0Ad 关 0)， 尤 里 
你 知道 这 时 ad 一 pc 的 值 是 什么 吗 ?” 

“ 译 ? ad 一 bc 呀 …… 我 知道 了 ! 因为 a 关 0 且 d 关 0， 所 以 ad 也 不 
等 于 0， 因 为 6 二 0 且 c==0， 所 以 bc 等 于 0。 因 此 ad 一 bc 不 等 于 01” 

“对 对 。 我 们 就 这 样 判 断 ad 一 bc 是 否 为 0。” 

“我 明白 了 ! ” 
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整个 平面 | 空 集 | 水 平 线 | 铅 垂 线 | 倾斜 的 直线 
整个 平西 0 0 0 0 0 
空 集 0 0 0 0 0 
水 平 线 0 0 0 非 0 非 0 
铅 垂 线 0 0 非 0 0 非 0 
倾斜 的 直线 0 0 非 0 非 0 ? 
ad 一 bc 的 值 








7) 














“比较 刚 做 出 的 两 个 表 我 们 不 难 发 现 ， 当 两 个 图 形 的 交集 为 一 点 时 ， 
ad 一 bc 恰好 不 等 于 0。” 

“ 太 神 奇 了 ， 完 全 吻合 ! 唉 ， 只 是 有 一 栏 我 们 还 没有 填 上 ，“ 倾 斜 的 
直线 和 倾斜 的 直线 ' 这 一 栏 还 是 一 个 问号 呀 。” 
“ 咽 ， 这 里 是 一 个 问号 。 当 两 个 图 形 都 为 倾斜 的 直线 时 ， 直 线 az + 
by = 二 s 的 斜率 为 一 各， 直线 cz 十 dy ==t 的 斜率 为 一 和 。 你 来 求 两 个 医 
的 斜率 的 差 吧 。” 

“和 斜率 的 差 啊 …… 要 用 减法 对 吧 ?” 
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(直线 az 十 by = s 的 斜率 ) - (直线 cz + dy 三 上 的 斜率 ) 

































































TT 
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六 
十 
i rad 








Hi 现 了 ad 一 bc, 当 ad 一 bc==0 时, 它 有 什么 意 



























































(直线 az 十 by = s 的 和 斜率) 一 (直线 cz + dy ==t 的 斜率 )=0 






































对 吧 ? ” 尤 里 说 。 
“ 没 错 。 我 们 也 可 以 说 ， 














(直线 az 十 by = s 的 和 斜率 )= (直线 cz 十 dy ==t 的 斜率) 



































也 就 是 说 ，ad 一 bc = 0 这 个 式 子 表示 “两 条 直线 的 斜率 相等 ，ad 一 pc 天 0 
这 个 式 子 表示 “两 条 直线 的 斜率 不 相等 。 然 后 ， 仅 当 “ 两 条 直线 的 斜率 
不 相等 时 ， 倾 斜 的 两 条 直线 的 交集 才 是 “一 点 "。 如 果 两 条 直线 的 斜率 
相等 ， 它 们 的 位 置 关 系 只 能 是 平行 或 者 重合 。 

“ 啊 ， 原 来 如 此 1 7” 
“ 嗯 。 如 果 两 条 直线 平行 ,它们 的 交集 就 是 空 集 ; 如 果 两 条 直线 习 
合 ， 它们 的 交集 就 是 倾斜 的 直线 本 身 。 到 此 为 止 , 我 已 经 解答 了 你 所 在 
的 疑问 。 刚 才 我 们 已 经 调查 了 所 有 可 能 出 现 的 情况 ， 所 以 得 出 了 “如 果 
ad 一 bc 二 0， 则 联 立 方程 式 没 有 唯一 解 ; 如 果 ad 一 bc 承 0， 则 联 立 方程 
式 有 唯一 解 ” 的 结论 。” 

“ 哦 蛾 ……: 原来 如 此 啊 !” 

“这 样 我 们 便 能 证 明 
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ad -bc 关 0 < 联 立方 程式 有 唯一 解 











解答 7-1( 联 立方 程式 有 唯一 解 的 条 件 ) 
建立 关于 x,y 的 联 立方 程式 








FE 述 方程 式 有 唯一 解 的 条 件 是 
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7.2.4 信 
尤 里 从 我 的 介子 上 拿 了 一 颗 柠 榜 糖 放 入 口 
“哥哥 ， 我 从 泰 条 拉 那 里 听 说 了 。” 
我 心里 咯 喧 一 下 。 
“ 什 、 什 么 事 ? ”难道 尤 里 说 的 是 前 几 天 发 生 在 书库 里 的 事 吗 ? 
“各 条 拉 告 诉 我 ， 只 要 努力 思考 ， 用 笔 工 工整 整地 写 下 自己 最 真实 的 
想法 就 足够 了 。 至 于 要 不 要 把 信 交 给 对 方 ， 等 写 完 再 去 考虑 。 将 心意 整 
理 成 语言 才 是 真正 重要 的 。” 
“万 里 你 到 底 在 说 什么 呀 ?” 
“都 说 了 啦 ! 是 写 信 的 事 ! 因为 那 家 伙 要 转 校 了 …… y 
那 家 伙 
b 是 尤 里 的 朋友 ， 即 将 转 校 的 男 同学 。 
“ 哦 哦 ， 是 这 么 一 回 事 啊 。” 
泰 末 拉 应 该 是 给 消沉 的 尤 里 提 了 “ 写 信 试 试 吧 ” 这 样 的 建议 。 原 来 如 
此 ， 还 真是 像 泰 末 拉 会 做 的 事情 啊 。 泰 条 拉 也 喜欢 写 信 ， 喜 欢 文 字 。 
“对 人 其 实 我 原 以 为 泰 杀 拉 只 是 冒 冒 失 失 的 学 姐 ， 可 我 发 现 我 
弄 错 了 ， 泰 条 拉 是 非常 靠得住 的 大 姐姐 蚜 。” 尤 里 说 。 
< 哆 ， 万 里， 
< 叮 9， 
“要 是 尤 里 …… 和 朋友 之 间 有 了 隔 闵 ， 你 会 怎么 做 ?” 
“ 译 ， 刚 刚 不 是 说 了 嘛 哥哥 。 不 需要 用 多 人 么 复杂 、 多 人 么 帅气 的 话语 ， 
能 将 心意 传达 给 对 方 的 话语 就 是 最 好 的 。 要 是 不 能 把 心意 传达 给 对 方 不 


就 没 意 义 了 嘛 ! ” 


说 的 是 啊 。” 
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7.3 ”泰和 采 拉 


7.3.1 图 书 室 




















周一 放学 后 到 书 室 里 。 
我 走 近 充 满 活 力 的 少女 ， 她 正 拼 命 地 在 笔记 本 上 写 着 什么 。 
她 抬 起 头 。 

我 迅速 地 递 给 她 一 张 纸 。 

纸 上 是 这 样 写 着 的 。 

































































“上 次 的 事 ， 对 不 起 。” 











她 飞快 地 看 了 我 一 眼 ， 在 纸 上 写 下 一 句 话 ， 然 后 把 纸 还 给 我 。 























“没关系 ， 你 不 要 太 在 意 。 
她 看 着 我 …… 然后 ， 莞 尔 一 笑 。 
那 张 笑脸 ， 让 我 心头 的 雾 考 烟消云散 。 
泰 条 拉 的 笑容 为 什么 有 这 样 强 的 力量 啊 。 




























































































7.3.2 ” 行 与 列 


“在 练习 旋转 变换 吗 ?” 我 看 着 泰 打 拉 的 笔记 本 问 。 


























“旋转 变换 ? 不 是 ， 我 还 没 弄 明白 矩阵 …… 正在 做 课堂 复习 呢 。” 





















































泰和 打 拉 有 着 非常 殿 的 直觉 。 她 在 学 习 数 学 时 ， 不 把 全 部 的 知识 法 进 




































































/ 心 且 


上 诀 不 罢休 。 她 把 这 种 感 


















































觉 称 为 “明白 了 的 感觉 ”。 只 要 没 牢 牢 抓 住 “1 





CU 





[到 



































白 了 的 感觉 "， 她 就 不 会 感到 安心 ; 只 有 抓 住 “明白 了 的 感觉 "， 她 才 会 























继续 前 进 。 


“话说 回来 矩阵 到 底 是 什么 东西 呀 ? 还 有 矩 阮 












































的 计算 我 也 不 太 明 白 ， 








| 
让 
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题 倒 是 会 做 ,但 是 经 常会 犯错 ……” 

















“原来 是 这 样 啊 。 那 么 ， 我 们 来 聊 聊 ? ”我 指 着 自己 
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“ 咖 ， 拜 托 啦 ! 关于 矩阵， 我 能 借 着 这 个 机 会 从 最 基础 的 部 分 问 走 
吗 ?” 泰 沙拉 说 。 
“当然 可 以 啦 。” 






























































“其 实 ……: 我 怎么 也 分 不 清和 矩阵 的 “ 行 " 与 “ 列 "!1” 
“ 啊 ， 原 来 如 此 。 和 矩阵 的 横 方 向 是 行 ， 纵 方向 是 列 。” 
































第 1 列 第 2 列 











第 1 行 他 
第 2 行 上 
有 
[115 Wp 这 样 是 没 错 。 可 是 ……… 有 



























































“ 啊 ， 汉 字 的 形状 啊 ， 这 样 记 起 来 就 方便 多 了 …… 仔细 想 一 想 ， 只 
要 画 十 字 就 能 记 住 了 呀 。 横 着 “ 叭 " 地 一 下 就 是 “ 行 '"， 竖 着 “ 啉 ” 地 一 下 





























































































































泰 条 拉 一 边 口中 念 着 行 、 列 ， 一 边 在 半空 中 画 着 十 字 。 确实 如 此 …… 




















[a 
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7.3.3 德 阵 与 向 量 的 积 
“你 知道 矩阵 与 向 量 的 积 吧 ? ”我 说 着 写 下 式 子 。 


a b TY) /azrt+by 

cd y Nez 二 dy 
“ 嗯 ， 差 不 多 。 但 …… 我 经 常 弄 错 。” 
“在 这 里 出 现 了 az 十 by 和 cz 十 dy 这 样 的 式 子 。” 













































































4 [ 因 9 
咽 。 


“ 先 将 a 与 xz 相 乘 ,再 将 5 与 y 相 乘 ， 接着 将 az 与 by 相 加 。 希 涓 
尔 能 记 住 像 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ? 这 种 “乘积 和 ”的 形式 。” 
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相 乘 相 乘 
一 一 一 
QZ 十 by 
A 


相 加 




















“: 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ， 啊 ……” 
“我 们 会 得 到 两 个 乘积 和 哦 。 先 看 第 一 个 。” 























Q 
Bh 
> 
Ee 
Ne 
| | 
. Q 
: BS 
总 
© a 
a 
> > 
oi In 
注 党 
























































272 第 7 章 矩阵 









































“ 嗯 ,很 好 。 将 它们 整理 


a 


d 


Cc 


) 


下 ， 就 完成 了 。” 


加 


QZ 十 by 
cZ 十 dy 


外 


2 


) 


TL 


下 ， 我 能 先 练习 一 会 儿 吗 ?” 








稍 等 




















条 拉 在 笔记 本 


上 反复 地 练习 着 。 














3 
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“ 嗯 ,这 下 我 明 

















时 候 全 





的 





白 多 了 。 计算 

















二 > 车 
FF 实践 后 ， 就 能 切 


E 解 如 何 计算 ， 可 是 自己 动 导 





















































佳 焉 




















又 看 上 的 讲 





2 7 









































体会 到 该 


] 啊 











一 项 去 乘 明 











去 加 哪 一 项 。” 








一 项 ， 该 用 

















~ 








“ 没 错 ， 试 着 动手 
” 泰 末 拉 小 声 说 ,“ 在 学 习 新 的 
啊 。 











3 





重要 的 








! 的 模式 。” 我 也 表 
算 方法 时 ， 


能 发 现 数 学 公式 


计算 前 






































讨 























， 这 可 不 是 新 的 1i 








十 算 方法 哦 ， 在 初 








Gp 





:不 会 和 








触 和 


EE 记 [I 
E 阵 吧 ? 
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LL 





FE 



































不 会 出 现 矩 阵 这 个 但 





Lm ， 





HH 
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“是 、 是 这 样 的 吗 ?” 
“是 哦 ， 它 被 称 作 联 立方 程式 。” 


“ 作 作 2 














7.3.4 联 立 方程 式 与 矩阵 
“比如 说 ， 有 这 样 的 联 立 方程 式 。 我 说 。 


3 区 十 矿 尘 7 
z+2y =4 


“ 咽 s5s 我 初中 的 时 候 经 党 做， 要 解 它 吗 ?” 
“不 ， 仔 细 观 察 这 个 联 立 方程 式 。 比 如 










































































37 十 一 7 














你 发 现 这 里 隐藏 的 模式 了 吗 ?” 









































“ 咖 ， 这 样 写 可 能 更 容易 明白 吧 。 




















相 乘 相 乘 

PN PN 

3:Z 十 1. = 三 7 
相 加 


“ 呵 ! 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 。 这 是 …… “乘积 和 ”对 吧 ?” 
“对 。 因 此 可 以 用 矩阵 来 表示 联 立 方程 式 。” 


37+ y =7 本 3 1 ZV_ (7 
z+2y = 1 2/\y/ \4 
“原来 如 此 ! 可 以 用 矩阵 来 表示 联 立 方程 式 啊 。” 
“如 果 写 成 一 般 形式 的 话 ， 联 立方 程式 与 矩阵 的 天 系 就 像 下 面 这 样 。 
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QZ 十 by =s 
cri+dy =t 

















“ 咀 ， 我 明 




















7.3.5 ”和 矩阵 的 积 








矩阵 和 向 量 的 积 来 
































































































































































































































“我 们 把 像 (3) 这样 有 2 行 2 列 的 和 矩阵 称 为 2x2 矩阵， 也 称 2 阶 
方 阵 。 然 后 我 们 将 像 (中 这 样 有 2 行 1 列 的 矩阵 称 为 2x1 矩阵， 也 称 为 
列 向 量 。 虽 然 它 和 表示 组 合 数 的 (?) 写法 相同 ， 但 它们 是 完全 不 同 的 东 
西 。 一 般 我 们 可 以 通过 上 上 下文 来 区 分 。” 

和 >, 2 x 2 矩阵 (2 阶 方 阵 ) 
cada 

8 2 x 1 和 矩阵 ( 列 向 量 ) 
(a b) 1 x 2 矩阵 ( 行 向 量 ) 
























































“如 果 熟 悉 了 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 "” 这 样 的 模式 ， 不 仅 能 理解 矩阵 
与 向 量 的 乘积 ， 还 能 理解 矩阵 之 间 的 乘积 。 
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(az 二 by as 十 中 
t) cr+dy cs+adt 




















Re 二 








日 这 样 吧 
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RN 人 
人 四 ( J 


cs 十 dt 














“对 对 。 你 渐渐 熟练 了 吧 ?” 
“ 咽 …… 是 啊 。 虽 然 字 母 多 得 眼花 综 乱 , 但 只 要 像 这 样 一 步 一 步 铺 
而 不 舍 地 计算 ， 就 没 问 题 了 对 吧 ?” 

“对 ， 计 算 的 过 程 中 还 要 注意 公式 的 模式 。” 

“ 曙 …… 许多 地 方 都 会 出 现 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ”这 种 模式 呢 。 

泰 采 拉 一 个 劲 儿 地 点 头 ， 来 回 看 着 笔记 本 
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““ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ? 这 个 模式 叫 向 量 的 内 积 哦 。 
“内 积 ……” 泰 采 拉 麻利 地 记 下 笔记 。 
比方 说 ，(al a2) 与 (总 ) 这 两 个 向 量 的 内 积 ， 就 是 





















































aib1 十 a2b2 














所 表示 的 数 。 看 ， 这 就 是 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ” 的 模式 对 吧 ? 在 矩阵 乘 
法 中 ， 经 常 出 现 “ 内 积 ” 运算 。 










































































“内 积 ……: “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ”， 原 来 这 个 模式 有 名 字 的 啊 。 























7.3.6” 逆 矩阵 
“我 们 来 想 一 想 如 何 用 符 阵 表示 “ 解 联 立方 程式 吧 。 


0 好 的 。 泰 末 拉 有 些 困惑 地 点 点 头 。 


AAA 































































































“刚才 我 们 用 矩阵 和 向 量 的 积 来 表示 联 立 方程 式 了 ， 对 吧 ?” 
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6 中 因 的 99 
心 9 AE O 


“只 要 能 从 这 个 式 子 导出 下 
起 二 






































下 这 样 的 式 子 ， 我 们 就 能 解 





出 联 立 方程 














“ 虽 嗯 ， 的 确 如 此 ， 因 
“我 们 先 用 普通 方法 














为 我 们 要 求解 的 是 未 知 数 z 和 y。” 

































































必 解 联 立 方程 式 吧 。 我 说 。 然 后 就 像 之 前 做 给 




































































尤 里 看 过 的 那样 ， 我 着 手 计 算 x 与 y。 
OQ 9 oO 
现在 求解 下 面 的 联 立 方程 式 。 














首先 , 为 了 求 出 zx， 我 们 要 计算 x d 一 b x 四 ， 对 吧 ? 让 我 们 通过 
这 个 计算 观察 他 与 四 的 左边 会 怎样 吧 。 
























































他 的 左边 xd 一 bx 加 的 左边 =dx 多 的 左边 十 (0) x 图 的 左边 


= d(ax + by) + 





(Db)(er + dy) 
= dazx+t+dby+t+(—b)cz+t (—b)dy 
= (da+t+(—bc)z+ (d+ (-b)d)y 
= (dat+(—b)c)z+ (db — bd)y 
一 














值 为 0 





本 












































这 里 出 现 了 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 








”的 模式 了 对 吧 ? 
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相 乘 ” ” 相 乘 
2 
da 十 (一 bc 
相 加 
这 是 (d 一 切 与 (2 ) 的 内 积 。 
同样 地 ， 为 了 求 出 y 需要 计算 ax 国 一 人 xc， 我 们 习 
左边 。 


观察 外 加 的 





oy 








a xX @ 的 左边 一 多 的 堪 边 Xxc= (一 c) Xx 的 的 左边 十 a x @ 的 左边 
= (—c)(ax + by) +alczr + dy) 
= (一 c)az 十 (一 c)by 十 acz 十 ady 
= (( c)a1 ac)z | (( c)b 1 ad)y 
= (-cat+acz+ ((-oO)b+ad)y 
值 为 0 


(0 















































也 出 现 了 “ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ”这 种 模式 。 


相 乘 相 乘 














Rr 
In 





这 是 (Ce a) 与 (4) 的 内 积 。 
你 能 从 两 组 内 积 中 看 出 矩阵 ( 4 -0) 吗 ， 泰 洒 拉 ? 


(4 一 明 与 (3) 的 内 积 ， wl )) 
(~ a) 与 (8) 的 内 积 SAC 


我 们 试 着 计算 一 下 矩阵 的 积 (“ 训 )(29)。 
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d 一 a bY /da-bc db—obd 
一 Ca c dj \-cat+ac 一 Cg 十 QQ 
(ad 一 pc 0 
加 0 aa 一 pc 
1 0 DOD 
一 (ad 一 5 
(a c) ( 1 
因此 ， 当 ad 一 bc 关 0 时 ， 下面 的 式 子 成 立 。 
1 Q —b a bY /1 0 
ad—bc\-c a/\cec dad) No 1 
刚才 做 出 的 5 (% 过) 这 个 矩阵 ， 称 为 矩阵 (23) 的 逆 矩 阵 。 
iA OO oO 
“ 稍 、 稍 等 一 下 ， 学 长 …… 我 跟 不 上 了 。” 泰 末 拉 喊 了 和 暂停,“ 我 们 本 
来 是 想 解 联 立方 程式 的 对 吧 ? 怎么 出 现 了 奇怪 的 计算 ……… 逆 和 矩阵 和 联 立 
方程 式 之 间 又 有 着 怎样 的 关系 呢 ? ” 
“ 虽 ， 逆 矩阵 是 解 联 立 方程 式 的 钥 题 。 联 立方 程式 是 下 面 这样 的 ， 对 吧 ? 
a ob ry _/s 
cd y AN 
我 们 在 等 式 两 边 从 左 侧 包 乘 上 逆 矩 阵 试 试 。 
Qa 一 个 数 乘 以 一 个 和 矩阵， 结果 是 一 个 矩阵 ， 等 于 这 个 数 乘 在 矩阵 的 每 一 个 元 素 上 。 
译 者 注 
的 。 并 且 ， 一 个 
看 作 m x 1 


， 一 般 来 说 ， 左 乘 和 右 乘 是 不 一 相 
日 乘 ， 要 求 n 二 p 才 可 以 进行 。 列 向 量 可 以 


一 一 译 者 注 


























@ 注意 ， 和 矩阵 乘法 不 满足 交换 和 外 
m xn 和 矩阵 和 一 个 p x g 和 矩阵 相 
矩阵， 行 向 量 可 以 看 作 1 x n 押 














E 阵 。 
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a b zy_/s 
&. 4/ Nt 
业 dq 一 b a b ZN 1 d 一) S 
ad—bc\-ec a ca 4/ ad 一 pc 二 全 a t 
1 aa 一 pc 0 ZN 1 d —b S 
ad 一 pc 0 ad—bc)j) \y) ad-bec\-e af\t 
业 "0 TY 1 d —b 5 
0 1/\vy) ad-bc\-e a t 
1 0 TY 1 sd—obt 
0 1/\vy) ad—bc\at— sc 
TV 1 sd—obt 
V ~ ad—bc \at— sc 
“ 族 ? 等 式 变 成 了 (8) =… 的 形式 我 们 解 出 联 立 方程 式 了 ! ” 
“ 叫 。 这 就 是 用 “ 乘 送 和 矩阵” 这 种 操作 解 出 联 立方 程式 。 
“可 是 ， 这 个 答案 好 复杂 呀 …… ” 泰 杀 拉面 露 难 色 。 
“即便 遇 到 看 起 来 复杂 的 式 子 ， 也 不 要 气 馆 呀 。” 我 说 ,，“ 比 如 …… 我 
们 来 寻找 式 子 中 “共通 的 模式 ” 吧 。” 
“共通 的 模式 ……… 指 的 是 ?” 和 秦 末 拉 问 。 
“就 是 ad 一 bc、sd 一 bt、at 一 sc 这 种 模式 哦 。 我 们 将 ad 一 bc 称 为 














矩阵 (45) 的 行列 式 ， 写 作 |。5 





79 
o 





a 
C 
5 
t 





一 QQ 一 bc 
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“行列 式 …… » 
“通过 行列 式 ， 我 们 可 以 更 简单 地 写 出 联 立方 程式 的 解 。” 






























































s b 

ZT 1 sd—bt 2 1 t d 
Eo— b= = 

y ad 一 pc \at— sc 2 a b a 5 

cd 























这 、 这 很 简单 吗 ?” 


“我 们 用 s 与 二 替换 了 行列 式 | 2 引 的 一 部 分 哦 。" 



















































































人 b&b 
(WEall o 
2 a b a (9 
cd c © 
“ 啊 ， 那 个 ……… 学 长 ， 虽 然 我 还 没 彻底 理解 矩阵 与 行列 式 ， 但 是 我 









































感觉 到 有 许多 有 趣 的 东西 隐藏 在 其 中 。 泰和 杀 拉 说 ,“ 我 不 能 一 看 到 有 很 
多 变量 就 变 得 晨 手 县 脚 ， 不 管 是 做 内 积 还 是 做 行列 式 ， 它 们 都 是 很 标的 
解决 办 法 。 我 必须 仔细 观察 数学 公式 ， 发 现 变量 之 间 的 模式 。” 

泰 淋 拉 诚 垫 地 说 道 。 


















































































































































7.4.1 看 穿 隐藏 的 谜 题 
第 二 天 放学 后 ， 我 和 往常 一 样 去 图 书 室 。 
泰 打 拉 和 米尔 嘉 正在 图 书 室 里 讨论 着 什么 。 
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我 久违 地 在 图 书 室 看 到 了 理 纱 的 身影 。 不 过 她 一 人 坐 在 窗 边 面 对 音 
笔记 本 电脑 ， 座 位 和 泰和 杀 拉 她 们 离 得 很 远 。 大 概 因为 前 不 久 和 米尔 亮 吵 
架 ， 两 人 的 关系 还 很 蓝 粹 吧 …… 

“我 从 村 木 老师 那里 得 到 了 卡片 ”米尔 嘉 说 。 





































































































问题 7-2 (和 矩阵 的 乘 方 ) 














“这 个 问题 是 让 我 们 求 征 阵 (13) 的 10 次 方 吧 ? ”我 说 。 
“非常 有 趣 。 3 米尔 嘉 说 。 
“你 已 经 解 出 来 了 吗 ?” 我 很 惊讶 。 米 尔 嘉 经 常 这 样 ， 在 从 教室 到 






















































































书 室 的 路 程 中 ， 就 已 经 在 脑海 里 解 出 了 数学 题 。 
“ 别 说 ! 先 别 说 答案 !” 
泰 打 拉 正 在 拼命 地 计算 。 


我 也 展开 笔记 本 着 手 计 算 。 和 矩阵 的 10 次 方 ， 也 就 是 要 计算 


Geassesea 

















































































































10 个 矩阵 的 乘积 
这 个 式 子 。 嗯 ， 依 次 计算 2 次 方 、3 次 方 …… 像 这 样 计算 下 去 找 出 共通 的 
























































模式 是 最 直接 的 解 题 方 法 吧 。 
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lxl++lxl 
lxl+0Oxl 


xl++lxl 
xi11x1 


3x1l1+2x1l 
2xl1+lxl 


lxl+lx0 
lxl+0x0 


-1 


1+0 
-0 1+0 


2xl1l+lx0 
lxl+lx0 


-1 
-1 





2 十 0 
1+0 


3x1l1+2x0 
2xl1l+lx0 





-2 3 二 0 
Fl 2 十 0 


白 了 
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中 





忆 来 。 





各 答 1” 





























1 泰 条 拉 


的 我 察觉 到 了 理 























[me 


! 然 她 依然 本 


FH 
EE 位。 
































A 


位 的 变化 








边 的 内 








纱 


















































#9， 不 过 不 知 何 时 ， 她 已 经 挪 到 了 我 们 } 























事情 很 感 兴趣 吧 。 














各 














虹 也 搭 话 。 


下 吗 ?” 我 向 
































EE 


“我 明 
“答对 了 o 


A 人 阿 


恬 ? 

















和 牛 

















幕 转向 我 。 








里 纱 说 着 把 局 











POWER (MATRIX(1,1,1,0),10) 
全 MATRIX(89,55,55,34) 


(路 器 )!1” 泰 打 拉 说 。 
“隐藏 的 谜 题 , 了 吗 ?” 米 尔 嘉 问 。 


1!“ 隐藏 的 谜 题 ， 


你 








97 


[=I 
证 


的 泰 条 拉 ， 转 而 指向 到 


时 
XE 


























AN E82 





襟 





6 


宫 。” 
看 穿 了 “隐藏 
至 





发 尔 嘉 打 断 了 


想 H 


人 心 \ 


HH 


SR 
的 谜 题 ” 了 吗 ?” 
纱 无 声 地 摇头 。 








说 出 答案 




















米尔 嘉 像 指挥 家 一 相 


又 指向 泰 条 拉 。 


AAA 99 











6 











“好 的 1” 





那么 ， 泰 沙拉 你 来 


合 。 


F 劲 地 





口 



































g 契 数列 ! 

















F 会 产 44 


回答 ,“ 这 个 和 矩 R 











泰 洒 拉 充 满 了 


OQ GO oO 


斐 波 那 契 数 列 指 的 是 像 





和 




































































这 样 的 数列 。 我 们 用 玉 , 来 表示 这 个 数列 的 第 nn 项 。 就 像 这 样 ，F = 1 
二 1, fF3 二 2, 4 二 3, 了 5 二 5,:…*， 如 此 一 来 ,这 个 矩阵 与 斐 波 那 扫 数 
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列 之 间 就 有 了 














1 IN /Fr FF, 
1 0 Fn Fn=1 

































































明 的 关键 部 分 是 这 样 的 一 一 我 们 要 证 日 


如 果 n = 








Frr+ixXx1l+Fixl1 Frrixl+F.x0 
Frxl1l+F_ 1xXl1 Fxl+r_1x0 


( 
人 


+1+ Fx 有 +1 
二 Fel FE 























Frt2 Fx+1 | 
= 利用 Fx42 = Fk41 十 Fk, Ft1 
Ce Fx 






































符 阵 的 积 与 斐 波 那 契 数列 的 递 推 公式 相 匹 配 ， 对 吧 ? 























了 1 下 
了 2 洁 -1 
Fy, ee n-_l1 十 Fn_2 (n > 3) 
10 rs 、 
然后 只 要 求 出 (13) ”= (如 癌 ) 就 可 以 了 。 











这 样 的 关系 。 用 数学 归纳 法 就 可 以 很 容易 地 证 明 这 个 关系 。 
日， k 




















Fr Fr_1l 





|1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 


OO 9 oO 


解答 7-2 (矩阵 的 乘 方 ) 


“ 泰 打 拉 看 穿 了 这 个 问题 中 隐藏 的 迹 


























































































































净 数 列 ， 这 要 归 


TT 























功 于 她 亲自 动手 计算 了 。 米尔 霹 痰 淡 地 说 ,“ 理 纱 用 





电脑 一 口气 求 出 结 








































































































茎 间 恢 复 到 












































推 了 推 眼镜 ， 对 理 纱 的 

















互 
忌 
口 























A 嫩 色 




















本 








0 





























演 
麻 
过 











if， 晃 着 手指 








有 电脑 算 ， 不 管 
解 题 ， 察 觉 到 隐藏 的 迹 


米尔 嘉 这 样 说 


























了 哪 一 种 方法 都 能 解 出 问题 。 但 比 起 






































| 














我 和 要 





条 拉 张 开 











“什么 ? ” 理 纱 问 








7 于 


























pa 


o 





“这 是 斐 波 那 3 

















出 5 来 回应 。1,1,2,3,5,:… 

















MM。 





F 势 。" 泰 打 拉 回 




















斐 波 那 契 数列 。 我 1 








爱 着 的 数列 变 成 手势 了 ， 这 是 数学 








Sg 








泰 铸 拉 说 着 ， 晃 这 





























这 样 ? ” 理 纱 举 走 











引出 1, 1, 2, 3 的 手势 。 








关爱 好 者 之 间 打 招 风 





























“ 族 ? 这 是 i 什么 ? 对 
“00101” 理 纱 回 


“这 是 5 吗 ?” 泰 


6 















































二 进 人 





剖 o 里 纱 











的 








右手 底下 大 拇指 




















看 透 隐 藏 的 构造 更 为 有 趣 。” 
刘 出 1, 1, 2, 3 的 手势 。 





答 ,“ 看 到 1, 1, 2, 3 的 手势 ， 就 要 摆 

















] 把 数学 爱好 者 们 热 





与 














的 方式 哦 。 














1! 指 。 
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7.4.2 线性 变换 

“来 谈 谈 线性 变换 的 话题 吧 。” 米尔 嘉 说 , “我 们 可 以 将 “和 矩 
的 积 ” 看 作 “ 点 的 移动 。 
句 量 叫 作 矢量 。 











dT 
a 
I 
h 


























多 















































六/ 过 可 抽 旧 中 
人 小船 忆 太 已 


OQ 9 oO 


























矩阵 (25) 与 矢量 (5) 的 积 就 像 下 面 这 术 
a b rz) /artoby 
c dj\vy) Necz+dy 


我 们 可 以 把 它们 的 积 看 作 











点 (az 十 by cz 十 dy) 


操作 称 为 “通过 矩阵 (25) 进行 的 线性 变换 ”。 


将 点 (z, y) 移动 到 















































这 样 的 操作 。 我 们 把 这 
比如 说 ， 我 们 以 矩阵 (3 为 例 。 


(DIO 


示 和 矩阵 (33) 将 点 (xz,y) 移 动 到 点 (2z 十 y, zw 十 2y)。 如 且 





























(Z， y) > (27 耕 UV 下 2y) 





























' 来 表示 点 的 移动 ， 那 么 就 可 以 像 下 面 这 样 。 




















L 
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(0, 0) > (0,0) 因为 (33)(8)= (8) 
(1,0) 一 (2, 1) 因为 (33)(8)= (3) 
(0,1) 一 (1,2) 因为 (33)(3)= (3) 
(1,1) 一 (3,3) 因为 (33)(1)= (3) 
(-1,—1) 一 (-3, -3) 寻 为 (33)(-1) = (23) 
(2,1) > (5, 因为 (?3)(?) = (5) 
(100,10) -> (210,120) ”因为 (33)( 壤 )= (339) 























到 这 里 都 理解 了 吧 ? 





























































































































































































































OQ GO oO 
“到 这 里 都 理解 了 吧 ? ”米尔 喜 问 。 
“ 禹 、 希 勉强 强 …… ” 泰 末 拉 回 答 ,“ 我 总 觉得 矩阵 和 同 量 的 积 是 非 
第 复杂 的 话题 ， 让 人 有 点 心 慑 啊 。 
“平面 不 外 乎 就 是 点 的 集合 。" 米尔 品 接着 说 , “既然 我 们 能 通过 矩阵 
移动 点 ， 就 也 可 以 通过 和 矩阵 让 整个 平面 变形 。 接 下 来 让 理 纱 帮忙 吧 。” 













































































米尔 嘉 对 理 纱 耳 语 几 句 ， 理 纱 立 刻 领 会 地 点 头 ， 然 后 在 电脑 上 操作 
起 来 。 过 了 一 会 儿 ， 一 个 点 阵 译 现在 计算 机 屏幕 上 。 
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“为 了 方便 观察 通过 线性 变换 进行 的 平面 变形 ， 我 在 平面 上 设 了 很 多 
点 。 米尔 嘉 说 ,“ 不 过 仅仅 观察 随机 分 布 的 点 还 不 够 清晰 ， 因 此 在 点 阵 
上 夯 出 了 两 个 字母 ‘LT’， 它 取 自 Linear Transfer 的 首 字 母 。 理 纱 做 
得 真 快 呀 。 
“Linear Transfer 就 是 “线性 变换 ”的 意思 吧 ?” 
米尔 嘉 点 头 回 应 秦 打 拉 的 疑问 ， 继 续 说 道 : 
“比如 说 ， 和 矩阵 (33) 会 使 平面 产生 这 样 的 变形 。” 
y+ ne 
Ee a ” 
通过 和 矩阵 (了 志 ) 进行 的 线性 变 
“ 啊 ， 点 阵 …… 被 压 扁 了 呢 。” 
“因为 我 们 使 用 了 和 矩阵 (33)， 所 以 点 阵 会 产生 这 样 的 变形 。 使 用 不 
同 的 矩阵 会 产生 不 同 的 变形 。 
“ 哦 哦 ……… 的 确 是 这 样 呢 。 平面 根据 矩阵 的 不 同 产生 不 同 的 变化 啊 。” 
“那么 ， 我 要 出 题 了 。 泰 打 拉 你 来 回答 ， 下 面 这 个 矩阵 会 使 整个 平 
产生 怎样 的 变形 呢 ?” 
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“ 嗯 ， 只 要 考虑 点 (z, y) 被 移动 到 哪里 就 好 了 吧 ……: 

1 0 ry _/z 

0 1 1 下 1 

呢 …… 认 ? 点 的 位 置 和 之 前 一 样 。” 

(£2,Yy) > (X,Y) 
“所 以 呢 ?” 米 尔 嘉 立刻 追问 道 。 
“所 以 汪汪 整个 平 完全 没 SA 区 
“很 好 。 单 位 矩阵 (39) 并 未 使 平面 产生 变形 ， 这 是 恒 等 变 换 。” 
“ 咽 。” 
“下 一 题 。 下 面 这 个 矩阵 让 整个 平面 产生 怎样 的 变形 呢 ? 

0 一 1 
1 0 
“ 虽 ， 只 要 考虑 矩阵 与 点 的 乘积 就 好 了 吧 ……: 
0 一 1 zz\ _/-y 
1 0 1/ AN 
呢 ， 这 个 矩阵 首先 交换 了 z 与 y， 然 后 改变 了 其 中 一 方 的 符号 呀 。 

(x,Yy) Lee (—y, 2) 
“所 以 呢 ? ”米尔 追问 道 。 
“所 以 ……: 感觉 像 是 把 整个 平面 翻转 了 。” 
“ 泰 杀 拉 ， 你 试 着 几 个 点 实际 操作 下 。” 米 尔 嘉 说 。 
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“ 啊 …: 



















































































“ 提 到 旋转 就 必须 有 旋转 中 心 。 米尔 喜 说 。 





























原 点 是 jE 转 I 心 [e] ” 














“做 好 了 。” 理 纱 说 。 

















Sr 


拉 认 真 地 在 笔记 本 上 计算 一 过 了 一 会 儿 抬 她 起 头 说 : 
“我 明白 了 ! 平面 “ 吃 ' 地 向 左旋 转 了 90°1” 








“米尔 喜 学 姐 …… 我 有 一 个 发 现 。” 泰 打 拉 说 , “在 线性 变换 中 ， 原 点 
绝对 不 会 移动 。 因 为 


也 就 是 (0,0) 














-> (0,0)” 
































“不 错 的 发 现 。” 米尔 嘉 打 了 个 响 指 , “我 们 无 法 通过 线性 变换 改变 原 








点 的 位 置 ， 
面 平移 一 















































因此 原点 是 一 个 不 动 点 。 我 们 也 无 法 通 i 

















对 




















因为 我 们 无 法 移动 原点 。” 


3 








“ 确 实 啊 和 














[线性 变换 使 整个 平 




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































7.4 米尔 嘉 291 
“那么 ， 我 们 只 要 观察 (1, 0) 和 (0, 1) 这 两 个 点 ， 就 很 容易 理解 线性 
变换 了 。” 米 尔 嘉 说 , “我 们 可 以 用 0 点 移动 的 
目标 位 置 。 也 就 是 说 ， 移 阵 ( 2 3) 的 元 素 直接 表示 移动 的 目标 位 置 了 。 只 
要 看 矩阵 就 能 明白 点 (1, 0) 与 (0, 1) 会 移动 到 哪里 。” 
a b 1 _/a Qa 
& 0/ \e C | 
a bV /oY _ /2 .5b 
c dj\i/ \a .dd 
“原来 如 此 i 有 
“下 一 题 。 在 线性 变换 中 ， 整 个 平面 在 变换 后 总 会 为 整个 平面 吗 ?” 
“到 目前 为 止 的 例子 都 是 这 样 的 吧 。 虽 然 线性 谈 换 会 把 平面 压 扁 、 旋 
转 ， 可 是 平面 还 是 平面 。” 泰 打 拉 想 了 一 会 儿 ，“……… 不 对 ， 有 变换 后 不 
再 是 平面 的 情况 ， 比 如 
0 0 
0 0 
如 果 通 过 这 样 的 矩阵 进行 线性 变换 ， 所 有 的 点 都 会 集中 到 原点 。” 
“是 的 。 零 矩阵 (9 8 ) 会 将 任意 一 个 点 都 变换 为 原点 。” 米尔 嘉 说 。 
我 想起 给 尤 里 出 题 时 用 到 的 联 立方 程式 ， 联 立方 程式 可 能 无 解 也 可 
能 有 无 穷 多 解 。 如 果 在 当时 用 到 和 矩阵 的 话 ……… 
“米尔 嘉 ， 通 过 矩阵 (? 和) 进行 的 线性 变换 也 属于 整个 平面 变换 后 不 
耳 是 整个 平面 的 线性 变换 吧 ? ”我 说 。 
“ 嗯 。 和 矩阵 (了 ) 会 将 整个 平面 交换 为 直线 。” 米 尔 嘉 回 答 。 


292 





第 7 章 ”和 矩阵 











“行列 式 的 值 








至 关 重 





























因 





6 77 
中 o 


米尔 嘉 说 。 
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“这 是 什么 意 ! 
“就 是 说 ， 
以 外 的 数 时 ， 整 个 3 

















当 表 示 线 性 变换 的 矩阵 的 行列 


Sr 








泰 洲 拉 问 。 








式 的 值 不 等 于 0， 





纪 就 是 为 0 
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0 时 ， 整 个 平 














而 就 会 变换 为 “通过 原点 的 二 




















整个 平 本 








Fry 整个 平 甸 

















整个 平面 


线 ” 或 关 





“ 原 后 














十 0 
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” 泰 洲 拉 说 ， 


上 > 原 点 


A 


原点 的 于 














行列 式 等 于 0( 零 矩阵 


除外 ) 




















,万 才 Ei 
米尔 嘉 点 让。 


“我 们 可 以 把 和 














行列 式 就 是 在 求 联 立 
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列 式 等 于 0( 零 矩阵 
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方程 式 的 解 的 时 候 出 现 的 东 



























































































































































































































































































































































































































































7.4 米尔 嘉 ”293 
看 成 联 立方 程式 ， 也 可 以 把 它 看 成 (z,y) 局 (s,t) 的 线性 变换 。' 联 立方 程 
式 (45)(3) = (;) 有 唯一 解 的 条 件 是 什么 ?' 这 一 问题 与 只 有 唯一 的 点 
(3$) 可 以 通过 线性 变换 移动 到 (7? ) 的 条 件 是 什么 ?’ 这 一 问题 相同 。 这 两 
个 问题 的 答案 都 是 “行列 式 夭 0 。 
7.4.3 旋转 
“米尔 嘉 ， 刚 才 的 习题 里 出 现 的 矩阵 (? 六)， 是 于 弧度 的 旋转 矩阵 ， 
对 吧 ? ”我 说 。 
cos3 一 sin 和 
sin3 cos3 
当然 。 米尔 嘉 点 点 头 。 
“ 稍 、 稍 等 一 下 。 你 们 怎么 突然 就 讲 到 三 角 函 数 了 啊 ?” 秦 条 拉 焦 急 
地 问 道 。 
“ 泰 末 拉 ，cos 3 的 值 是 多 少 ?” 米 尔 嘉 问 泰 条 拉 。 
所 i 因 大 3 等 于 9Q90° ee 啊 ， 答案 是 0 呀 。” 
E 确 ， 但 你 回答 得 太 慢 了 。 泰 条 拉 还 没有 和 弧度 还 有 三 角 函 数 成 为 
好 朋友 啊 。” 米尔 嘉 说 ，“ 那 么 sin 本 的 值 是 多 少 呢 ?” 
和 上 a 所 Oe 是 1 对 吧 ? 和 
“是 的 。 如 此 一 来 ,下面 的 等 式 也 就 不 难 理解 了 。” 
cos3 一 sin 和 _/0 -1 
sin3 cos3 ~ \1 0 
“ 昵 是 啊 。” 泰 条 拉 一 个 一 个 地 确认 和 矩阵 的 元 率 。 
“ 移 阵 (85 -sin8 ) 表示 以 原点 为 中 心 向 左旋 转 0 弧度。 当 0 = 于 时 ， 
矩阵 (? 也 ) 表示 以 原点 为 中 心 向 左旋 转 于 弧度 ， 也 就 是 90° 左 转 ,，“ 向 
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左 一 一 再 1 


米尔 嘉 说 痢 脸 上 


“那么 ， 当 0 = 等 























忽然 浮现 微笑 
和 局 


“w 的 华尔兹 1” 我 说 。 





“w 的 华尔兹 是 什么 呀 ? ” 泰 洒 所 






































“ 响 !1” 泰 条 拉 说 ， 


Ff。 ”米尔 嘉 说 ,，“ 向 左旋 转 笠 弧度 
转 120"， 只 要 做 3 次 就 能 旋转 一 周 回 到 原 处 。” 
“因为 120° x 3 = 360? 啊 。” 

















备 ) 时 ……… 


也 就 是 向 左旋 











“等 弧度 的 旋转 矩阵 


“完成 了 。 77 理 





VY 





COS™— 


2 
3 
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sin 气 3 COS 年 


的 3 次 方 ， 也 就 是 矩阵 





一 Sin 所 











39)， 使 平面 转 回 原 位 。” 


























0= 2. 和 
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Br 























也 就 是 三 电 
“不 好 意思 ，w 是 指 ?” 泰 末 拉 小 声 地 问 。 




















eeeelese 
Sr 





子 的 舞蹈 。” 米 尔 嘉 说 。 
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足 三 次 方 和 
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Qz 最 早出 现在 《数学 女孩 》 第 3 章 。 











Kz 二 1 的 复数 之 








。 具 体 来 说 就 是 
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_ -1l+V3i 


























2 
满足 w3 = Ee” 
人 别 i 有 
“结合 复 平面 ， 我 们 可 以 将 点 与 复数 相对 应 。” 

















点 (7z,y) +---- 复数 Zz 十 yi 











、J 、 Sa 2 a 
以 原点 为 中 心 向 左旋 转 写 弧度 +----> 乘 w 


























N g 二 1 
以 原点 为 心 向 左旋 转 村 弧度 三 次 +----> 乘 w; 


3 
cos 经 一 sin 符 1 0 3 
ee 可 = <----> Ww 二 1 
sin 守 cos 字 0 1 


“旋转 啊 ……” 我 感觉 矩阵 、 线 性 变换 ， 还 有 复数 ， 在 我 的 头脑 
浙 联 系 起 来 ,，“ 说 起 来 ,平面 上 的 点 以 原点 为 中 心 的 旋转 运动 ， 或 许 和 天 
上 的 星星 绕 北 极 星 的 旋转 运动 相似 。” 
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ul 
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面 上 的 点 一- 天 空 的 星星 在 运动 。 
平面 上 的 图 形 一 一 天 空中 的 星座 在 运动 。 
同样 的 ， 整 个 平面 一 整个 天 空 在 运动 。 
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“就 像 天 象 厅 一 样 啊 。。 泰 沙拉 说 。 
“旋转 矩阵 让 无 边 无 际 的 平面 旋转 着 ， 这 真有 趣 。” 
黑 发 少女 一 边 说 着 ,一边 旋 转 着 自动 铅笔 。 
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7.5 回 家 路 上 








我 、 米 尔 嘉 、 泰 呆 拉 ， 还 有 理 纱 ， 我 们 四 人 一 同 向 车 站 走 去 。 
“矩阵 是 由 数 排列 而 成 的 ， 它 能 表示 联 立方 程式 ， 也 能 表示 线性 变 

换 。 和 矩阵 “真正 的 样子 ' 究 况 是 什么 样 的 呢 ?” 

“刚才 泰 条 拉 提 到 的 形式 都 是 矩阵 的 样子 。 不 ， 实 际 是 将 联 立方 程式 

与 线性 变换 表现 为 矩阵 的 形式 ， 所 以 不 如 说 矩阵 才 是 它们 真正 的 样子 。 

能 用 矩 阵 表示 的 东西 都 具有 共性 ， 我 们 今后 也 会 遇 到 许多 能 用 和 矩阵 表示 

的 问题 。 如 果 我 们 能 发 现 菜 个 数学 对 象 “ 可 以 用 矩阵 表示 '， 那 么 就 能 以 

矩阵 的 理论 为 武器 来 解决 该 问题 。” 

“ 啊 ， 和 矩阵 也 能 作为 武器 啊 ! " 泰 采 拉 说 。 

“打磨 自己 的 武器 吧 。” 米尔 嘉 说 ,“ 为 了 不 浪费 手中 的 武器 ， 要 记得 

时 常 打磨 它 。 如 果 仅 是 拿 在 手中 ， 武 器 不 久 就 会 生 锈 。 总 而 言 之 一 仅 

仅 做 到 记忆 是 不 够 的 啊 !” 

这 时 ， 米 尔 嘉 看 向 我 。 

“ 啊 ， 小 林 秀 雄 D?” 我 回答 道 。 
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仅仅 做 到 记忆 是 不 够 的 啊 。 


必须 能 回想 起 来 才 可 以 啊 。 
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“提问 题 ， 回 答 它 ; 出 谜 题 ， 解 答 它 。 我 们 通过 对 话 不 断 打 磨 武 器 。 
米尔 嘉 咏 唱 般 说 道 。 
对 话 啊 …… 我 沉浸 在 米尔 嘉 的 话语 中 。 









































































































































QD 小 林 秀 雄 (1902 一 1983 )， 日 本 作家 与 文艺 评论 家 ， 下 文 出 自 其 1942 年 的 评论 作品 
《所 谓 无 常 》 一 一 译 者 注 
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的 问题 。 
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间 / 


比如 说 
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行 万 





干 丝 万 缕 的 了 











也 
be 


系 。 


睛 的 时 候 


“ 嘉 说 。 
些 激动 ,“ 我 明 
这 让 














了 联 立 











日 百 
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我 ; 
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拉 说 到 














她 的 脸 涨 得 通 纪 
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氏 下 了 头 。 








然 瞪 大 日 
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c= 





己 看 书 学 习 。《 线 怕 
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着 








代数 》 的 书 


我 。 


层次 的 

















深入 地 思 
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一 不 了 世 
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出 现在 线性 代数 中 的 各 种 各 样 的 素材 向 量 空间 、 短 阵 、 
线性 映射 、 联 立方 程式 ， 甚 至 直线 与 平面 的 方程 式 等 一 一 
它们 都 在 “线性 法 则 ”的 三 台 上 。 

一 一 志 锅 


浩二 由 











我 的 笔记 (线性 变换 的 线性 法 则 ) 299 





No. 


Date 








我 的 笔记 ( 线性 变换 的 线性 法 则 ) 








我 们 以 2x 2 和 抢 阵 为 例 来 证 明 线 性 变换 的 线性 法 则 。 





和 的 线性 变换 等 于 线性 变换 的 和 


通过 和 矩阵 (48) 对 两 个 向 量 (2 ) 与 (%) 的 和 做 线性 变换 的 结果 ,与 
对 两 个 向 量 分 别 进行 线性 变换 的 结果 的 和 相等 。 




























































































Re ws 


as + bt) + (av + bw) 
cs 十 dt) 十 (cu 十 qu) 


_ /a(s+wv)+b(t+w) 
~ \ec(s+v)+a(t+w) 
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Date 








标量 倍 的 线性 变换 等 于 线性 变换 的 标量 倍 


























通过 和 矩阵 (2 8) 对 KK 倍 的 (?) 向 量 进行 线性 变换 的 结果 ， 与 对 (?) 
向 量 进行 线性 变换 的 结果 的 K 倍 相等。 


ao 
， 
x (et) 









































| 











忆 此 ， 下 面 的 等 式 成 立 。 





























以 上 结论 对 于 通过 n x n 和 矩阵 进行 的 线性 变换 同样 成 立 。 












































第 8 章 


孤 零 零 的 随机 漫步 





' 重 宾 ， 重 宾 ， 重 宾 . 克 重 索 。 
可 怜 的 鲁 宾 ， 克 和 鲁 索 ! 
你 在 哪儿 ， 重 宾 ' 克 和 鲁 索 ? 


你 在 哪儿 ? 你 一 直 在 哪儿 ? ”四 
一 《得 演进 漂流 记 》 


8.1 家 


8.1.1 雨天 的 周 六 


六 的 下 午 ， 外 面 下 着 小 雨 。 最 近 几 天 都 在 下 雨 ， 天气 也 因为 气温 
上 升 而 变 得 亲热 。 我 正在 自己 的 房间 进行 考 前 复习 。 














下 















































































































































































































































表妹 尤 里 住 在 我 家 附近 ， 每 着 休息 日 都 会 来 我 的 房间 玩 。 自 从 尤 里 
上 初 三 以 来 ， 她 拿 着 学 习 用 具 来 的 次 数 也 变 多 了 ， 她 会 在 我 的 房间 里 写 






























































































































































Q@ 引用 自 《 和 鲁 滨 逊 飘 流 记 》( 丹 尼 尔 : 笛 福 著 , 鹿 金 译 , 中 国 宇航 出 版 社 , 2017 年 7 月 ) 
第 163 页 。 一 一 译 者 注 
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写作 业 ， 或 是 看 看 书 。 


































































































里 今天 也 带 了 笔记 本 过 来 ,不 过 她 的 学 习 好 像 没什么 进展 。 即 便 
我 试 着 向 她 措 话 ， 尤 里 也 只 是 回答 “ 咽 …… 没什么 ”或 者 “ 鸣 噶 …… 没 
































什么 ”。 不 久 ， 随 着 一 声 叹 息 ， 她 小 声 中 咕 着 : 
“雨天 真是 粮 透 了 。?” 


















































8.1.2 下 午 茶 时 间 

“万 里 ， 作 业 进 展 顺 利 吗 ? ” 
我 妈 端 来 水 羊 葬 问 道 。 
“ 嗯 ， 我 拜托 哥哥 教 我 呢 。” 尤 里 “ 啊 ” 地 改变 状态 ， 回 答 得 天 衣 无 缝 。 
明明 没 怎么 学 习 吧 我 把 到 嘴 边 的 话 咽 回 肚子 。 

“要 很 认真 地 给 万 里 讲课 哦 。” 我 妈 对 我 说 。 

“我 知道 。” 


6 























































































































上 
































































































































水 羊 匡 真 好 吃 。” 尤 里 说 。 

“和 式 点 心 体现 的 是 一 颗 感 怀 四 季 的 心 哦 。” 
“说 起 来 ， 门 口 的 紫阳 花 播 花 也 非常 漂亮 啊 。” 
“ 啊 ， 你 注意 到 了 ? ”我 看 得 出 妈妈 很 开心 。 
尤 里 真 会 说 话 啊 。 








































































































8.1.3 钢琴 问题 
也 许 是 吃 过 点 心 的 原因 ， 尤 里 恢复 了 精神 。 她 从 书架 上 抽出 一 本 数 
学 智力 题 的 书 ， 哗 哗 地 翻 着 。 


“哥哥 ， 这 道 题 你 会 吗 ?” 
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问题 8-1 (钢琴 问题 ) 
连接 相 邻 白 键 发 出 的 声音 ， 按 以 下 条 件 作出 旋律。 





Im 









































a 
es 


“ 以 do 作为 开始 音 ， 以 高 3 个 音阶 的 fa 作为 结束 音 
“旋律 由 12 个 音 组 成 


“ 不 能 使 用 比 开始 音 低 的 








































































































on =| 
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San0 ”这 样 











符合 条 件 的 旋律 ， 而 像 “do 一 re 一 mi 一 do 一 re 一 mi 一 mi 一 
的 旋律 就 不 符合 条 件 ， 因 为 后 一 段 旋律 使 用 了 “mi 一 do” 和 “mi 一 mi” 这 






































样 不 相 邻 的 音 。 
那么 ， 符 合 条 件 的 旋律 有 多 少 种 呢 ? 
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hh 
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结束 音 





















































始 音 。 

不 | 

， 
以 和 2 个 首 
! 



































“很 有 趣 啊 。” 我 说 。 
这 里 要 用 到 排列 以 及 组 合 的 个 数 吧 。” 尤 里 问 。 


“应 该 是 吧 。 不 过 首先 ， 我 们 必须 确认 自己 是 否 真正 理解 了 问题 的 意 


















































































































































ba 


义 ， 也 就 是 题 意 。 不 理解 题 意 是 无 法 解 题 的 。 

“这 不 是 理所当然 的 嘛 ， 不 明白 问题 就 不 能 解 题 。” 
“ 咖 ， 但 是 很 多 人 都 会 忽略 这 理所当然 的 事情 哦 。 
“那么 ， 我 们 要 怎么 分 析 这 个 钢琴 问题 呢 ?” 
为 了 解答 万 里 的 疑问 ， 我 抽出 一 张 新 的 网 格 纸 。 
“确认 我 们 是 否 理解 的 方法 还 是 


















































































































































Nisy 







































































: 例 是 理解 的 试金石 ， 











心 























也 就 是 举例 子 。 这 个 问题 求 的 是 满足 某 条 件 的 旋律 个 数 。 因 此 ， 我 们 只 
要 具体 作出 旋律 就 可 以 了 。 在 不 断 举例 子 的 过 程 中 ,我们 自然 会 领会 到 
旋律 满足 的 条 件 ， 或许 能 找到 解 题 的 灵感 。 来 一 起 举例 子 吧 。” 
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尤 里 戴 上 眼镜， 仔细 观察 网 格 纸 。 







































































































































































8.1.4 旋律 示例 
“问题 中 写 了 这 样 一 个 示例 




















do 一 Te 二 do 一 ee: 科 1 一 >Te 一 do 一 Te 一 1 但 一 380 一 fa 











对 吧 ? 我 们 试 着 把 它 画 在 网 格 纸 上 吧 。 
































ee eee 


问题 中 提 到 的 旋律 示例 












































































































































“图 像 是 锯 些 形 的 呀 。” 万 里 说 。 

“再 想 想 其 他 的 图 像 吧 。” 

“ 嗯 ,很 简单 啊 。 只 要 让 图 像 先 按 ‘do 一 re 一 mi 一 fa 一 ……: “这 
样 尽 可 能 地 上 升 ， 再 像 “……: > si 一 la 一 so 一 fa” 这样 下 降 就 好 了 。” 
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尽 可 能 上 升 再 下 降 的 旋律 示例 




















“ 嗯 ， 回 答 得 不 错 呀 。 旋 律 从 do 开始 到 fa 结束 ， 有 12 个 音 , 与 条 
件 相 同 。 还 有 其 他 的 吗 ?” 我 间 。 
“那么 , 尽 可 能 地 让 图 像 下 降 一 一 啊 , 不 行 , 不 能 使 用 比 do 更 
低 的 音 啊 。 也 就 是 说 …… 像 这 样 吧 , 先 像 "do 一 re 一 do 一 re 一 


Or ” 这样 低空 飞行 之 后 突然 上 升 。” 
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低空 飞行 的 旋律 示例 












































“ 辐 多 得 标 
= 











“哥哥 ……” 尤 里 说 ,“ 我 在 画图 像 的 时 候 察 觉 到 了 ……… 符合 条 件 的 
旋律 一 定 会 上 升 7 次 下 降 4 次 。 用 不 同 的 颜色 表示 向 上 或 者 向 下 的 第 头 
就 很 容易 理解 了 ! ” 
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A <- 结束 音 




















还 真是 有 不 得 了 的 发 现 呢 。 我 说 。 

“ 啊 ， 我 明白 了 ! 哥哥 ,这 太 简 单 了 啊 ! ” 尤 里 所 着 马尾 辨 吊 了 起 
“旋律 的 个 数 就 是 7 个 向 上 的 第 头 与 4 个 向 下 的 箭头 的 组 合 的 个 数 !” 
真是 个 大 胆 的 推理 呀 …… 不 过 真 的 是 那样 吗 ?” 
不 是 吗 …… 啊 ,不 是 呢 。 我 们 不 能 使 用 比 开始 音 do 更 低 
的 音 。 如 果 仅 仅 是 对 箭头 进行 组 合 ， 我 们 可 能 会 把 下 降 到 do 之 下 的 情 
况 也 算 上 啊 。” 
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效 


























































































































一 2 < 结束 音 

















“哥哥 ， 你 从 一 开始 就 摆 出 一 副 不 慌 不 忙 的 架势 ， 你 已 经 知道 答案 
了 吗 ?” 
“虽说 我 还 不 知道 具体 的 答案 ， 不 过 我 已 经 发 现 了 两 个 解 题 方法 了 哦 。 


“ 认 ! 况 然 有 两 个 解 题 方 法 吗 ?” 


“对 对 。 要 是 算 上 下 降 到 do 之 下 的 路 径 可 就 麻烦 了 呀 。” 
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8.1.5 解 题 方 法 一 : 毅力 


比拼 








“首先 ， 我 们 像 泰 洒 拉 习 









































“ 泰 来 拉 ?” 尤 里 说 。 

















“就 是 靠 角力 写 出 所 有 




















g 样 解答 钢琴 问题 吧 。 


青 况 来 求解 的 方法 ,部 














”我 说 。 

































































左边 的 开始 音 开始 按 顺 序 写 
我 在 网 格 纸 上 标 上 数字 。 

















L 





像 泰 条 拉 做 题 一 样 。 从 





出 “到 这 个 音 为 止 的 情况 数 ”。” 























“哥哥 ， 你 在 做 什么 
“做 加 法 哦 。 






























































“我 明 泛 








了 ! 是 把 从 上 面 妆 





















































停 ， 接 下 来 人 家 来 做 !1” 























而 来 的 情况 数 相 加 对 吧 ! 



























































尤 里 从 我 手 里 抢 走 自动 铅笔 ,干净 利落 地 往 图 中 填 入 数字 。 


































































































在 第 12 个 音 处 奏 响 终止 音 的 是 这 个 数 




















1651! 也 就 是 说 旋 得 
























































165 种 ! ”万 里 说 。 





解答 8-1 (钢琴 问题 ) 
可 以 创造 165 种 旋 得 
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8.1.6 解 题 方法 二 : 一 招 定 胜 负 
“钢琴 问题 


束 音 为 Q。 从 P 到 Q@Q 的 路 径 

















R2、R3、R4 这 半点 


线 上 ， 然 后 3 





“这 次 是 米 
“算是 吧 … 


* 那 旋律 不 




















的 男 一 种 解法 一 一 ” 
和 尔 需 大 人 的 解读 !“” 





我 说 。 








… 总 之 先 尽 可 能 地 向 











就 比 开始 音 do 还 要 低 了 吗 








下 走 。 








已 


9 









































“是 的 ， 但 你 听 我 把 话说 完 。 我 对 万 里 说 ,“ 我 






























































EL 9 
的 AI 点 O 














































































































们 设 开始 证 





'， 比 开始 音 低 的 路 径 一 定 





样 的 。 然 后 ， 





















































的 镜像 Q '。 


























为 了 9 结 
会 经 过 R1、 
尼 ? ” 





K 啊 ， 我 们 将 一 面 水 平 的 镜子 放 在 R1、R2、R3、R4 所 在 直 
研究 结束 点 Q 在 镜子 


























Q 结束 音 











> 
六 庆 。 庆 。 % 结束 音 的 镜像 


“等 一 等 ， 哥 哥 ! …… 这 样 做 我 们 能 明白 什么 呢 ?” 
“你 来 想 一 想 我 们 能 明白 什么 吧 。” 我 说 。 
尤 里 栗色 的 头发 闪 着 金色 的 光泽 ， 她 已 经 进入 了 思考 状态 。 在 她 思 
季 时 我 在 一 旁 静 静 等 候 。 步 入 初 三 后 ， 尤 里 长 高 了 许多 ， 表 情 也 稍微 































































































































































































… 我 不 明白 ， 我 认输 。 我 们 能 明白 什么 啊 ? ” 
“我 们 打算 求 从 开始 音 P 到 结束 音 Q 的 情况 的 个 数 是 吧 ?” 
“要 是 把 开始 音 下 面 的 部 分 也 算 上 的 话 就 太 多 啦 。” 

“是 啊 。 因 此 我 们 要 求 出 多 出 来 的 部 分 再 做 减法 。” 






































































































































































































































“仔细 看 图 吧 ， 尤 里 。 在 P 到 Q 的 路 径 中 低 于 开始 音 的 路 径 ， 指 的 
是 至 少 通过 R1、R2、R3、R4 这 4 个 点 其 中 一 个 点 的 路 径 。” 
“哥哥 你 刚刚 说 过 啦 。 尤 里 说 。 
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R2、R3、 




















“接着 就 要 用 到 镜子 了 。 通 过 RI1、 
径 数 与 从 了 前 往 Q 的 路 径 数 相等 哦 ! ” 
“ 译 ? 为 什么 ?” 

















R4 从 P 前 往 Q 的 路 








































































































































































































































































































“ 听 好 啦 。 在 从 P 通过 镜子 前 往 Q 的 过 程 中 ， 当 路 径 第 一 次 与 R1、 
R2、R3、R4 中 的 某 一 点 相遇 后 ， 它 前 进 的 方向 就 会 上 下 翻转 。 也 就 是 
将 向 ' 右 上 * 前 进 的 一 步 置 换 为 向 “ 右 下 ' 前 进 的 一 步 ， 亦 或 是 将 向 “ 右 
下 * 前 进 的 一 步 置换 为 向 “右上 * 前 进 的 一 步 。 就 好 像 倒映 在 镜子 中 一 样 。 
如 此 一 来 ，' 经 过 开始 音 下 方 从 P 前 往 Q 的 路 径 ' 便 恰好 与 “从 PP 前 往 
Q’ 的 路 径 ， 一 一 对 应 。” 

“ 哦 哦 哦 1” 

“因此 ，' 从 P 前往 Q' 的 路 径 ' 就 是 多 出 来 的 部 分 ,只 要 减 去 它 就 
能 得 到 我 们 想 要 的 答案 。” 

画 出 求 路 径 数目 的 简略 图 。 

> 上 下 翻转 Q 




















































































































“原来 如 此 1 ……… 日 是 ， 哥 哥 ， 这 个 想法 真是 厉害 呀 。” 

“是 啊 ， 我 是 从 米尔 嘉 那 里 学 到 的 这 个 方法 。 

“从 米尔 吉大 人 那里 je sa 

“从 了 前 往 Q 的 路 径 总 数 就 是 摆 放 7 个 向 上 的 箭头 与 4 个 向 下 的 篆 
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头 的 方法 数 。 也 就 是 合计 11 个 箭头 中 “让 哪 7 个 箭头 向 上 ” 的 组 合 。 虽 
然 在 学 校 写 作 CT ， 不 过 这 里 我 们 写作 ( 革 ) 吧 。” 
































从 了 前 往 Q 的 路 径 总 数 
= 在 7+4 个 稍 头 中 ， 证 7 个 箭头 向 上 的 组 合 的 个 交 


了 
一 C7+4 


(9 


11 i 2 Es de A 
a 从 11 个 元 素 中 选取 7 个 元 素 与 从 11 个 元 素 中 选取 4 个 元 素 等 价 





















































i 
~ A.2:2:1 
=11.10.3 
= 330 

















“因此 ， 从 P 前 往 Q 的 路 径 的 总 数 共有 330 种 。” 

“是 这 样 啊 。 原 来 有 这 么 多 啊 。” 尤 里 有 点 惊讶 。 

“ 接 下 来 ， 我 们 来 求 从 P 到 Q 的 路 径 总 数 。 这 次 我 们 要 求 的 是 摆 放 
3 个 同上 的 箭头 与 8 个 同 下 的 箭头 的 方法 数 ……” 






















































































从 了 前 往 Q 的 路 径 总 数 
= 在 3+8 个 箭头 中 ， 让 3 个 箭头 向 上 的 组 合 数 


-9 
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“因此 ， 从 P 前 往 Q' 的 路 径 的 总 数 有 165 种。 
“然后 做 减法 吗 ?” 


“是 的 。” 



































在 从 了 前 往 Q 的 路 径 中 ， 不 经 过 开始 音 下 方 的 路 径 数 
= 从 了 前 往 Q 的 路 径 总 数 一 从 了 前 往 Q 的 路 径 总 数 
Lo (3°) 

4 3 
= 330 — 165 
= 165 

































































“因此 钢琴 问题 的 答案 是 165 种 。 我 说 ,“ 和 妆 力 比拼 时 求 得 的 值 相 
同 对 吧 ?” 
“ 真 的 啊 ! 完全 一 致 ! 真 让 人 舒畅 1 ” 



























































8.1.7 一 般 化 
“无 里 ， 我 们 可 以 将 刚才 求 得 的 旋律 个 数 一 般 化 哦 。 












































“也 就 是 说 ， 无 论 音 的 个 数 为 多 少 ， 我 们 都 可 以 计算 它 对 应 的 旋律 的 
个 数 。 昌 然 比 拼 妆 力 的 方法 让 人 吃不消 ， 但 是 我 们 可 以 通过 一 招 定 胜 负 














































































































“用 同样 的 方法 来 思考 就 就 好 了 吐 ?” 

“ 没 错 。 刚 才 我 们 研究 的 是 上 升 7 个 音 下 降 4 个 音 的 旋律 ， 这 次 我 们 
] wu 来 表示 上 升 的 音 的 个 数 ，d 表示 下 降 的 音 的 个 数 。 不 用 7 和 4 这样 
具体 的 数 ， 而 是 改 用 和 a 这 样 的 变量 来 考虑 ， 这 就 是 



































































































































































































































通过 导入 变量 进行 一 般 化 
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接 下 来 的 恩 考 方法 与 刚才 一 样 ……” 
























































在 从 开始 音 前 往 结束 音 的 路 径 中 ， 不 经 过 开始 音 下 方 的 路 径 数 
= 从 开始 音 前 往 结束 音 的 路 径 总 数 - 从 开始 音 前 往 结束 音 的 镜像 路 径 的 总 数 


_ /vtay _ /(d—lD)+(+l) 
~ \a d=1 
ut+d ui+d 

\a) \a-l 











































































































tad)! (w+o)! 
dlutd-a!l (da iada-(d-1) 
(w+o)! (ut+o)! 





uldl! (w+ 1)!(ad—1)! 














“可 可， 感觉 这 是 个 非常 复杂 式 子 呀 。 怎 么 计算 这 种 式 子 呢 ?” 








(w+ ad)! (w+ ad)! 加 
ula! (ut+l)l(da—1)! 


“因为 是 对 分 数 做 减法 ， 所 以 只 要 统一 分 母 做 “ 通 分 " 就 好 了 。” 
“ 通 分 ? 可 是 a 2 


“比如 说 ，dl! 与 (d 一 1)! 之 间 有 这 样 的 关系 吧 ?” 




























































































d= 







































































天 啊 ， 的 确 是 这 样 。4d 与 (d 一 1)! 相 乘 就 能 得 到 d!。” 
司 样 的 ，w 十 1 与 ul 相 乘 等 于 (w 十 1)!。 因 此 通 分 是 没 问题 的 。” 



































“原来 是 字母 算式 的 通 分 呀 。 
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(w+ ad)! (w+ a)! 

uld! (u+1)!(a—1)! 

4 十 1 (vt+oa! dad (w+ od)! 
ut+l uld! d (w+1)l(d—1)! 


























(人 十 1)( 十 dg)l! d(u + d)! 
”a ry 
(wt+l)(u+a)! du 十 dg)l 
本 (w+ Dl!d! (w+ 1)!ld! 
(ut+1): (uta)! dad: (vt+td! 
本 (w+ 1)!d! 


“你 觉得 我 们 接 下 来 该 怎么 做 呢 ? ”我 问 。 
“计算 分 子 是 吧 ……: 我 明白 了 ! 将 (w 十 qd)! 提 出 来 !” 





















































(+1): (ut+a!l duta! (vt+1) dutd)! 
(+ id! (u + Dldl 
wd+D)u+td)! 
(w+ 1)!d! 























“万 里 二 和 语 全 世 
“怎么 了 ? 不 是 已 经 完成 一 般 化 了 吗 ?” 


“不 ， 这 个 式 子 一 定 还 能 变 得 更 简单 。” 






































(wu—d+1)(u+d)! 
(w+ 1)!d! 


“数学 狂人 出 现 了 啊 ， 这 就 是 男人 的 直觉 吗 ?” 
“ 别 立 呀 ， 我 可 是 很 认真 的 …… 
我 仔细 观察 着 算式 。 























































































































“即便 遇 到 看 起 来 复杂 的 式 子 ， 也 不 要 气 馆 呀 。” 





























想起 了 自己 以 前 对 泰 条 拉 说 过 的 话 。 





























“怎么 做 螨 ? ” 尤 里 问 。 



































都 出 现 了 阶乘 对 吧 ? 这 也 就 是 说 ， 












































如 果 分 子 分 母 同 时 乘 以 4 十 d 十 1， 我 们 就 可 以 用 组 合 的 个 数 来 表示 算式 





(u—d+l)(v+d! w+t+d+i+l 





(ud+l)(uta)! 








(w+ 1)!d! ~ wt+d+t+l 


| (w+ 1)!d! 


(一 ad+lw+d+1lw td! 





(w+ 


dt (ut 1d 


(wd++1)(v+t+d+t1)! 





(w+ d++1)(w+t1)!d! 























_u-qdt+l (w+d+t+l)! 

ut+d+l (wu+1)!d 
wud+l (w+a+1)! 
~ utatl (ti)luvtat+l— (vu+1)) 
_ 有 如 三 十 1 u++dad+l 
-1) 



































“ 哦 ， 可 是 ， 这 个 算式 …… 真 的 比 刚 才 的 算式 简洁 吗 ?” 尤 里 说 。 


4 一 4 十 1 .人 十 4 二 1 
世 十 & 十 1 尺 十 1 

































































我 再 一 次 观察 算式 。 当 出 现 复杂 的 算式 时 ， 要 寻找 "共通 的 模式 ”， 






































而 共通 的 模式 就 是 .…… 这 和 个 5 



































这 里 用 





























进行 变量 替换 吧 。” 我 说 。 
“这 样 做 式 子 会 有 什么 变化 呢 ?” 
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udt+l (+d+ly_ (w+)-dad (w+D+a 
ut+d+l ui+l / (w+l1)+d ut+l1 






















































































“ 哦 哦 ! 真 简洁 !1” 尤 里 拍 着 手 说 , “哥哥 你 真 厉害 ! ” 
“ 尤 里 不 仅 有 一 颗 “感怀 四 委 的 心 '， 还 有 一 上 颗 “感怀 算式 岂 的 心 " 呀 。” 
说 着 ， 我 将 结论 归纳 到 笔记 本 上 。 



















































































钢琴 问题 的 一 般 解 

旋律 不 使 用 比 开始 音 低 的 音 ; 旋律 由 w+ 个 音 组 成 ; 每 个 音 都 与 
邻近 的 音 相 连 ; 旋律 的 终止 音 只 比 开 始 音 高 a 一 5b 一 1 个 音阶 。 满 足 这 些 
条 件 的 旋律 的 个 数 可 以 用 下 面 的 式 子 表 示 。 

















































































































































































































1 个 音阶 ?” 尤 里 问 。 

始 音 高 4 一 d 个 音阶 ， 也 就 是 高 了 4 一 d= (a 一 1) 一 
b= 二 a 一 5b 一 1 个 音阶 对 吧 ? 因为 音 的 个 数 为 wu 十 d 十 1 个 ， 所 以 音 的 个 数 
就 为 ua 十 d 二 1 二 (a 一 1) 十 5b 十 1 二 a 十 0 个 。” 















































































































































@ “算式 " 与 “四 季 " 日 语 发 音 相同 。 一 一 译 者 注 





































































































原来 如 此 …… 
“ 求 出 一 般 解 后 ， 要 进行 验算 。 在 书 上 的 钢琴 问题 中 , a 一 b 一 1=3， 
a++b= 二 12。 因 此 a==8,b==4。 所 以 …… 和 
ab /atb) _ 8-4 /8+4 
aw 十 也 a 8++4 8 
4 /12 
“12 8 
4 /12 
192 4 
5 3 
_A I.11.W:g 
1 不 :21 
二 11.5.3 
= 165 
“ 咀 嗯 咽 嗯 1!” 尤 里 激动 地 叫 出 声 来 ,，“ 正 好 165 喔 !” 

















8.1.8 摇摆 不 定 的 心 

“真是 太 有 趣 了 啊 。” 我 一 边 说 一 边 收拾 桌子 。 
“ 啊 ， 真 开心 。 

“现在 心情 好 点 了 吗 ?” 我 看 着 一 脸 满足 的 尤 里 。 
“我 明明 都 忘 了 的 , 你 这 不 又 让 我 想起 来 了 嘛 ! 哥哥 你 这 个 策 























































































































Es ”万 里 叹 了 一 口气 , “少女 是 很 辛苦 的 啊 对 了 ， 哥 哥 。 
她 慢 慢 地 摘 下 眼镜 。 
“ 叫 ?” 



































“那个 、 那个 果然 ， 写 信 的 事 儿 失败 了 。” 










































































啊 …… 是 那个 转 校 的 男生 的 事情 啊 。 他 是 万 里 的 朋友 。 尤 里 说 的 是 
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里 真 的 按照 泰 条 拉 的 建议 给 他 寄 信 了 啊 。 


a ” 尤 里 站 起 来 ，“ 量 ”地 






















































































给 “ 那 家 伙 ” 写 信 的 事 。 尤 旦 
“果然 ， 当 时 不 去 写 信 就 好 了 ……… . 
尤 里 一 边 转 着 手中 的 眼镜 一 边 谨 。 
“没有 回信 吗 ?” 我 问 。 
咕 ,是 的 ， 就 是 那么 一 回 事 …… 不 过 : 
背 过 身 ， 面 向 书架 , “我 才 没 有 那么 在 意 呢 。” 
我 才 没有 那么 在 意 呢 。” 
从 这 人 句 话 里 可 以 清楚 地 知道 她 有 多 么 在 意 。 
奇 出 信 ， 等 回信 无 法 保证 今天 会 
收 到 回信 。 也 许 回信 根本 就 不 会 来 。 


















































“是 啊 ， 说 


温柔 的 声音 说 : 
“他 刚 搬 家 不 久 ， 也 许 比较 忙 
的 也 是 呢 。” 




















AA 
大 o 











尤 里 转 回 : 
“哥哥 ， 询 














8.2 清晨 的 上 


随机 漫步 

















寺 





来 ， 莞 尔 
谢 ! Ez 


多 ， 早 上 好 1 ”活力 少女 


























“ 泰 打 拉 ， 上 








我 打 招 














阿 。” 


呼 。 











回信 ， 也 无 法 保证 明天 会 




















有 。 我 和 泰 打 拉 





着 小 下 


- 


上 浙 浙 沥沥 地 




















正 值 清晨 ， 











学 校 的 路 上 ， 她 














打 着 亮 橙色 的 伴 。 
你 也 很 有 精神 呢 。” 我 说 。 























“即便 下 十 



































排 走 在 


车 站 到 
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“ 嘿 虽然 我 想 这 么 说 ， 可 事实 并 非 如 此 呢 。” 

“怎么 啦 ?” 

“ 啊 ， 不 过 我 已 经 打算 拒绝 米尔 嘉 学 姐 了 ， 所 以 没事 啦 。 
“你 指 什么 ?” 

“ 比 起 那个 ， 学 长 最 近 都 在 研究 什么 问题 呢 ?” 















































我 简单 说 了 说 和 无 里 一 起 思考 的 钢琴 问题 。 
“原来 如 此 。 锯齿 形 的 路 径 ……” 泰 打 拉 一 边 避 过 脚 边 的 水 洼 一 边 说 ， 

恨 相 似 呀 。” 

“random walk? 啊 啊 ， 确 实 很 像 。 
random walk， 用 中 文 来 说 就 是 随机 漫步 ， 就 好 像 醉 酒 后 踏 曙 行走 
一 样 ， 它 是 某 点 随机 移动 的 数理 模型 的 总 称 。 
“最 近 我 正好 在 物理 课 上 学 到 了 随机 漫步 的 现象 咽 ， 好 像 是 叫 
布朗 运动 吧 。 我 们 还 看 了 布朗 运动 的 录像 ， 花 粉 吸 水 膨胀 破裂 ， 从 中 流 
出 的 细小 粒子 在 水 中 哟 来 蝎 去 。 这 和 在 钢琴 键盘 上 一 会 儿 向 上 一 会 儿 向 
下 的 运动 有 点 儿 相似 。” 
“的 确 是 这 样 。” 我 一 边 惊 讶 于 泰 条 拉 的 想象 力 一 边 说 ,“ 就 像 是 根据 
的 结果 弹 钢琴 一 样 ， 出 现 正面 弹 高 一 个 音 ， 出 现 反 面 弹 低 一 个 音 。 


日 
这 么 说 来 ， 这 就 是 一 维 随机 漫步 了 吧 。” 



































“钢琴 问题 和 random walk 和 f 















































































































































































































































































































































































































































































































































“二 维 的 点 可 以 在 平面 的 前 后 和 左右 两 个 方向 上 移动 ， 但 是 钢 座 的 键 
盘 只 有 音 的 高 低 一 个 方向 ， 所 以 它 是 一 维 的 。 
“原来 如 此 。 泰 洲 拉 不 住地 点 头 。 
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8.3 ”中午 的 教室 


8.3.1 矩阵 的 练习 
上 午 的 课程 已 经 结束 ， 现 在 是 午休 时 间 。 


“ 训 ? 米尔 嘉 学 姐 呢 ? ” 
当 来 到 我 的 教室 。 她 现在 读 高 二 ， 我 和 米尔 嘉 读 高 三 。 


























































































































































































































泰 打 拉 拿 着 1 
般 人 去 其 他 年 级 的 教室 都 会 有 些 不 自在 的 ， 泰 淋 拉 却 一 点 不 怕 生 。 

“她 今天 请 假 了 。" 我 回答 道 。 

“是 这 样 啊 ……: » 

“虽然 米尔 嘉 不 在 ， 但 你 要 不 要 在 这 里 吃 午餐 ? 天台 还 下 着 雨 呢 。” 

















我 提议 。 泰 条 拉 听 罢 突 然 笑 睐 睐 地 坐 到 我 旁边 的 空位 上 。 
“我 学 习 了 矩阵 。” 泰 条 拉 说 着 打开 便当 ,“ 多 亏 了 学 长 ， 这 次 我 可 没 
把 矩阵 的 行 与 列 弄 混 。 谢 谢 你 。 我 现在 也 渐渐 擅长 发 现 式 子 的 模式 了 。 
能 意识 到 “乘积 和 ” 真 开心 。” 

“那么 我 要 出 题 了 ， 会 计算 这 个 吗 ? ”我 在 笔记 本 上 写 下 式 子 。 


(人 























































































































“学 长 …… 这 很 简单 啊 。” 
“是 吗 ? 99 
泰 打 拉 立刻 开始 计算 。 
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Oo 
CD 
TH 
DD 








aa 十 bc ab 十 DQ 
Neca+dc cb+dd 
村 a2 十 bc (a+d)b 
Ne+dc cb+i+a 

“ 没 错 ， 回 答 正 确 。 结 果 是 一 个 包含 a 十 dq 的 式 子 吧 ?” 


到 了 。 结 果 中 出 现 了 (a 十 d)b 和 (a 十 d)e。” 


ES 
:一 题 。 会 计算 这 个 式 子 吗 ?” 


wi . ') 


“我 才 不 会 上 当 呢 。” 泰 条 拉 说 。“ 这 是 数 与 矩阵 的 乘法 运算 1 
将 矩阵 的 元 素 全 部 乘 (a + d) 就 好 了 。 


a bY _ fa+ada (at+db 
0 [ 1 Se 


“非常 好 。” 我 说 , “虽然 本 来 我 也 没 想 给 你 设 圈 套 …… 那 仔细 观察 
下 刚刚 求 出 来 的 两 个 式 子 吧 。” 


a b a2+bce (a+a)b 

cd at+d)e c+a? 
a+da (a+d)b 

a0 ( 人 0 


泰 傈 拉 听 到 “仔细 观察 ”就 开始 注视 着 笔记 本 。 她 真 直率 。 
“两 个 矩阵 都 包含 元 素 (a 十 d)b 与 (a +d)c……” 
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I 


“ 嗯 ， 注 意 到 这 个 接 下 来 就 好 办 了 。 你 能 完成 下 


2 
a ob a b 
Cal ) 
“ 啊 ! 做 减法 的 话 ， 有 两 个 元 素 就 消失 了 ! 不 过 这 也 不 是 什么 值得 4 
讶 的 事情 。” 


个 计算 吗 ?” 







































































Bl 



































a2 十 pc (a+a)b (+aa (at+d)b 
(a+de c+a (a+dece (a+d)d 





a2+bc—-(at+da (a+d)b—(a+a)b 
(a+dc—-(at+de oo 上 + 到 一 (ac+ad)d 
ea 0 ) 


0 cb+d—ad—a? 






































“ 嗯 ， 有 两 个 元 素 消失 了 。” 我 说 ,“ 然 后 呢 ?” 
“bc 一 da 与 cb 一 ad 不 会 消失 哦 ” 泰 条 拉 说 。 
“虽然 不 会 消失 …… ”我 静 静 地 等 着 她 发 现 。 
“虽然 不 会 消失 ? ”她 微微 焉 着 头 看 着 我 。 
“ 没 发 现 吗 ， 泰 人 条 拉 ? 你 再 仔细 看 看 bc 一 da 与 cb 一 ad。” 
“ 啊 ! 相等 ! bc 一 da 二 cb 一 ad。” 
“而 且 ”我 静 静 地 等 着 她 发 现 。 
“而 且 ? ”她 瞬 着 眼睛 看 着 我 。 

“bc 一 da 与 一 (ad 一 bc) 相等 对 吧 ?” 

“一 (ad 一 bc)…… 响 ! ad 一 bc 是 (48) 的 行列 式 !” 

“ 没 错 。 因此， 如 果 用 |。 引 | 来 表示 (3) 的 行列 式 , 下 面 的 式 子 





































































































































































































































































































os » 
“也 可 以 全 部 都 移 到 左边 。 
BN b b 
( ) 一 (a 十 d) ( ) 十 加 
GE- 过 cd G d 
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G9) 















































































































































































































































































































































“ 嗯 i 感觉 这 是 个 非常 简洁 的 式 子 呢 。 
“我 们 用 4 表示 (。 2 j 已 表 不 (0 2 O 表示 (8 9 ) 的 话 
(a+dA+(ad- bo)E=O 

总 有 这 个 式 子 成 立 。 这 就 是 凯 莱 - 哈密 顿 定理 。 我 在 做 历年 高 考 真题 时 ， 
经 常会 见 到 利用 这 个 定理 解 题 的 问题 哦 。 

“原来 是 这 样 啊 …… 对 了 学 长 ,ad 一 bc 的 名 字 是 行列 式 , 那 a+ ad 
没有 名 字 吗 ?” 

“原来 如 此 。a + a 的 名 字 啊 …… 我 还 真是 不 知道 。” 

然后 我 次 意识 到 : 是 啊 ， 米 尔 亮 今天 请 假 了 。 如 果 伶 牙 俐 齿 的 
才女 在 ， 应 该 能 不 假 思索 地 回答 出 a + d 的 名 字 吧 。 
8.3.2 摇摆 不 定 的 心 

我 们 因为 讨论 矩阵 的 问题 而 把 午饭 放 在 了 一 边 ， 现 在 开始 吃 午饭 。 
我 的 是 面包 ， 泰 条 拉 的 是 便当 。 

“说 起 来 ， 你 今 早 提 到 的 “打算 拒绝 指 的 是 什么 事 啊 ? ” 

“ 咽 …… 咽 ……” 她 纠结 了 一 会 儿 说 ,， “其实 是 ,我 被 米 尔 嘉 学 姐 拜 
托 了 一 件 事 ， 她 想 让 我 代替 她 在 conference 上 作 报 告 。” 
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“conference 指 的 是 ?” 

“conference 就 是 这 个 夏天 将 在 双 仓 图 书馆 举办 的 一 个 与 计算 机 科 
学 相关 的 小 型 会 议 。” 

“ 族 ! 泰 条 拉 会 在 那里 发 表 论文 吗 ?” 

“不 不 不 不 ! 哪里 的 话 。 那 个 会 议 中 有 一 个 面向 初中 生 的 研讨 会 。 米 
尔 嘉 学 姐 想 让 我 在 那里 作 报 告 。” 
“ 读 ? 你 打算 作 怎 样 的 报告 呢 ?” 
“本 来 米尔 嘉 学 姐 打 算 作 离 散 数学 相关 的 报告 ， 不 过 那天 她 好 像 有 些 
不 方便 ， 所 以 就 由 我 来 蔡 补 。 不 过 ,我 说 自己 做 不 来 ， 就 拒绝 了 米尔 嘉 





























































































































































































































































































































“但 是 米尔 嘉 想 让 你 作 报告 ? ”我 问 。 

“是 的 。 据 说 面向 中 学 生 的 比较 系统 的 课题 会 由 大 学 老师 来 讲解 。 而 
我 ， 怎 么 说 呢 …… 我 是 处 在 和 初中 生年 龄 相仿 的 大 姐姐 的 位 置 上 ， 只 要 
作 容 易 和 初中 生 拉 近 距 离 的 报告 就 好 了 。 报 告 的 主题 可 以 是 与 数学 或 计 
算 机 相关 的 任何 内 容 。 
“这 么 难得 的 机 会 ， 你 不 想 讲 些 什么 吗 ?” 

“怎么 连 学 长 也 这 么 说 啊 。 只 是 想到 要 在 那里 作 报告 ,我 的 心 就 扑通 
扑通 地 路 个 不 停 。 不 管 怎么 说 ， 那 可 是 在 将 近 二 十 人 面前 作 报 告 呀 。 
“二 十 人 也 没什么 大 不 了 的 呀 。 对 了 ， 你 谈 谈 咱们 最 近 学 习 的 算法 不 
就 可 以 了 嘛 。 像 逐 行 调试 啦 ， 渐 近 分 析 啦 ， 还 有 查找 和 排序 。” 

“我 可 做 不 来 ! 其 实 ， 米尔 器 学 姐 也 是 这 样 提议 的 ! ” 

“ 啊 ， 是 这 样 啊 你 和 村 木 老 师 谈 过 了 吗 ?” 

“…… 村 木 老师 也 是 这 样 提议 的 。” 
“ 那 不 如 就 接受 了 吧 ? 前 段 时 间 你 说 过 “ 想 要 传递 信息 ” 吧 ?” 
有 


“在 听众 面前 作 报告 不 就 是 “传递 信息 ' 的 机 会 吗 ?” 




















































































































































































































































































































































































































































































































8.4 


“ 啊 ， 说 的 对 啊 。 我 还 从 未 像 这 样 想 过 。” 
这 时 预备 铃 响 了 。 
阿 ， 下 午 的 课程 要 开始 了 。” 

“学 长 ， 谢 谢 你 的 建议 。 我 再 想 一 想 。” 
泰 条 拉 葛 了 一 躬 ， 便 回 自己 的 教室 了 。 


加 


8.4 放学 后 的 图 书 


8.4.1 














ss 
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良 问题 








下 入 
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“ 感 





F 的 课程 结束 后 ， 
“| EL 


了 刚 还 在 学 习 的 泰 条 拉 冲 着 我 来 回 摆手 。 











































































































觉 今 天 一 直 都 和 
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“ 真 的 是 啊 ! ”她 笑 睐 睐 地 两 手 托 住 朋 














Ha 











“ 咽 ! 我 已 经 不 是 




















+ d 的 名 字 了 ， 叫 矩阵 的 迹 2。 不 过 我 还 不 明白 它 具体 的 意思 。” 


“ 族 ? 你 查 过 了 ?” 












































伶 舌 ,“ 啊 ， 


泰 杀 拉 在 一 起 呢 。" 我 笑 着 说 。 
AS 
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对 了 学 长 ， 我 知道 矩阵 































































































次 又 一 次 地 等 待 学 长 给 我 讲解 的 泰 末 拉 啦 1 ” 





































































































片 吧 ?” 


I 收 到 了 新 的 问题 !” 


A*—(at+d)A+(ad-bc)E=O 
二 -一 \ 一 一 一 
矩阵 的 迹 和 矩阵 的 行列 式 
真 了 不 起 …… 话说 回来 ， 那 是 村 木 老师 的 卡 
我 指 着 放 在 泰 条 拉面 前 的 卡片 。 
嗯 。 我 跟 老师 说 “已 经 熟悉 了 行列 式 ” 就 立 闯 








O@ 一 个 nxn 算 阵 A 的 主 对 
矩阵 4 的 迹 (trace )， 记 











线 ) 上 各 个 元 素 的 总 和 称 为 





线 (从 左上 方 至 右 下 方 的 对 


























作 tr(4)。 一 一 译 者 注 
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问题 8-2 (流浪 问题 ) 
爱丽 丝 每 年 都 在 A 与 B 两 个 国家 之 间 流 浪 。 
第 0 年 ， 爱 丽 丝 抛 出 一 枚 质地 均匀 的 硬币 ， 如 果 出 现 正面 就 在 A 国 
生活 一 年 ， 出 现 反 面 就 在 B 国 生活 一 年 。 
从 那 之 后 ， 每 年 爱丽 丝 都 在 自己 生活 的 国家 抛 一 次 硬币 ， 如 果 出 现 
正面 就 留 在 相同 的 国家 生活 一 年 ， 如 果 出 现 反面 就 移动 到 另外 一 个 国家 
生活 一 年 。 




































































































































































































































































波 
ss 
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[es 
er 
上 上 
El 
ER 
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Ee 
Cr 


均匀 的 硬币 出 现 正面 与 出 现 反 面 的 概率 都 是 3 
. A 国 的 硬币 出 现 正 面 的 概率 为 1 一 p， 出 现 反 面 的 概率 为 p 
" B 国 的 硬币 出 现 正 面 的 概率 为 1 一 gqg， 出 现 反 面 的 概率 为 q 


了 有 












































































































































求爱 丽 丝 第 n 年 在 A 国生 活 的 概率 。 





























“你 思考 到 哪里 了 ? ”我 问 。 
“虽说 我 还 不 是 很 明白 ， 不 过 我 觉得 这 个 流浪 问题 可 以 用 等 比 数列 的 




























































































































































































通 项 来 求解 吧 。 等 WA .小 的 首 项 为 e 公 比 
为 "+。 这 道 题 应 该 也 能 这 样 吧 …… 
oo 是 吗 ?” 
“还 、 还 有 啊 ， 我 将 爱丽 丝 往来 两 个 国家 的 概率 整理 出 来 了 。” 
A 一 一 ”和 A 
A ”一 一 一 B 





























a ”我 说 ,“ 我 觉得 这 么 整理 会 更 好 一 些 。 
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“ 啊 ， 移 动 的 状态 一 目 了 然 啊 …… 可 是 ， 接 下 来 该 怎么 做 呢 ? 假设 
抛 n 次 硬币 ， 其 中 出 现 m 次 正面 ， 感觉 组 合 的 个 数 会 非常 庞大 呀 。” 
“那个 ， 泰 朵 拉 ……… 尔 举 例子 了 吗 ?” 

ba 阿 ， 没有 人 . 

“你 操之过急 了 哦 。” 

“是 啊 ……… 我 觉得 答案 可 能 与 等 比 数列 有 关 ， 于 是 就 匆匆 忙 忙 从 通 
项 入 手 了 。 第 一 步 应 该 先 举 出 具体 的 例子 才 对 啊 。 
“ 嗯 咽 。' 示 例 是 理解 的 试金石 才 是 根本 。 我 觉得 与 其 始 就 钱 
位 思考 第 n 年 ， 不 如 第 0 年 、 第 1 年 …… 这 样 ; 
年 在 A 国生 活 的 概率 是 亏 对 吧 ? 你 知道 “第 0 年 在 A 国生 活 , 第 1 年 留 
在 A 国 的 概率 ” 吗 ?” 
步 一 步 ， 深 入 思考 对 吧 …… 咽 ， 因 为 第 0 年 在 A 国 的 概率 是 3， 
第 一 年 留 在 A 国 的 概率 是 (1 一 p)， 因 此 所 求 的 概率 为 x (1 一 p)。” 
“那么 “第 0 年 在 B 国生 活 ， 第 1 年 移动 到 A 国 的 概率 是 多 少 呢 ?” 
“上 嘎 咽 …… 因为 第 0 年 在 B 国生 活 的 概率 是 3， 第 一 年 移动 到 
A 国 的 概率 是 9， 所 以 想 要 求 的 概率 为 二 x 9 对 吧 ?” 

”第 0 年 在 A 国生 活 , 第 1 年 留 在 A 国 的 情况 ' 与 “第 0 年 在 B 国 


到 A 国 的 情况 ' 一 一 这 就 是 全 部 了 ?” 
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“你 ' 不 遗漏 、 不 重复 ' 地 抓 位 了 “第 1 年 在 A 国生 活 的 所 有 情况 ' 吗 ?” 


“ 咽 、 咽 …… 啊 ， 是 啊 ……: 















































可 以 将 n=0 


在 刚才 





… 我 了 
提醒 
9 确 了 


的 概率 设 为 an， 
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那么 ,为 】 
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的 式 子 中 ，ao 和 








bo 的 值 都 是 。 如 
































示 al 了 对 吧 ? 最 终 ， 多 








1 年 在 A 国生 活 

















生活 的 概率 = oo = 
生活 的 概率 = bo = 


此 一 来 ， 我 们 就 能 
的 概率 为 (1 一 p)ao 与 qbo 的 和 。” 


只 
mt 
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tk 


般 化 ， 我 们 将 第 n 锋 
生活 的 概率 设 为 bn。 如 此 一 





ai 二 (1 一 p)ao 十 qbo 第 1 年 在 A 国生 活 的 概率 
“ 嗯 ! 也 就 是 说 如 果 用 同样 的 方法 来 考虑 01……… 就 会 变 成 这 得 
D1 二 (1 一 q)bo 二 pao ”第 1 年 在 B 国 生活 的 概率 
“ 嗯 ， 这 样 是 对 的 ， 不 过 最 好 把 ao 写 在 前 面 。 




















为 什么 呢 ? 
产 s 要 把 al 杜 01 并 排 写 
































b1=pao+t (1 — gq)bo 





出 你 就 明白 了 。” 








jao 和 bo 来 


本 心 





于 A 


长 ， 我 们 就 


的 概率 = = x (1 一 p) = (1 ~ p)ao 





不 ， 我 还 是 不 明 





8.4 放学 后 的 














al 三 (1 一 Dp)ao + qbo 
b1 = pao+t (1 — gq)bo 


日 。 这 是 为 什么 啊 ?” 
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“因为 它们 可 以 “用 矩阵 表示 ” 呀 !” 
ay /1-—p q Q0 
bi p 1— qd bo 
“ 啊 !“ 相 乘 、 相 乘 、 再 相 加 ”就 是 “乘积 和 ”的 形式 啊 !” 
相 乘 相 乘 相 乘 相 乘 
一 ~ ey ey 
(1—p):ao+gq.:bo D:ao 十 (1 一 q) .50 
— A -一 一 一 
相 力 相 加 
“ 喂 喂 ， 太 大 声 啦 。 
i 哦 ， 不 好 意思 。” 
“继续 想 吧 。 我 们 刚才 思考 了 第 0 年 与 第 1 年 的 关系 。 我 们 可 以 按 同 
样 的 方法 思考 第 n 年 与 第 n 十 1 年 的 关系 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 的 确 。 刚 才 没 找 出 规律 真 让 人 不 甘心 ， 这 回 我 来 写 吧 。” 
is 1 二 工 一 P d Qm 
bn+1l 9 全 q bn 
8.4.2 ”A? 的 意义 
窗外 一 直 在 下 雨 ， 图 书 室 很 安静 ， 我 和 泰 条 拉 继 续 进行 数学 讲习 。 
“向 量 (好 ) 表示 爱丽 丝 第 mn 年 生活 在 A 国 的 概率 与 生活 在 B 国 的 概 
率 。 这 个 同 量 也 就 是 第 nn 年 的 概率 向 量 哦 ， 泰 条 拉 。” 
“概率 向 量 ……: » 
“流浪 问题 的 矩阵 ( 5? 1 ) 与 第 n 年 的 概率 向 量 (2 ) 的 积 为 第 
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nn 十 1 年 的 概率 向 量 。” 


















































“那么 ， 你 觉得 下 面 这 个 式 子 表示 什么 ?” 


2 
下 一 为 q Qn 7? 
也 1 一 4 bn 
“和 矩阵 的 平方 吗 ?” 咽 ……… 表示 什么 呀 ?” 


“实际 计算 一 下 吧 。” 



























































_ [Qnt+2 
bn+2 


“原来 如 此 ， 通 过 和 矩阵 的 平方 就 能 知道 两 年 后 的 概率 向 量 啊 1 ” 










































































8.4.3 向 着 和 矩阵 的 次 方 前 进 

“那么 让 我 们 次 回 到 村 木 老师 的 卡片 。 我 们 想 求 的 是 ‘第 nn 年 的 

概率 向 量 '"， 也 就 是 (8%?)。 我们 可 以 把 目标 设 为 求 “矩阵 的 m 次 方 '。 因 

为 将 矩阵 ( 5?1%s) 与 ( 铝 ) 相 乘 可 以 得 到 “第 n 年 的 概率 向 量 ' 对 吧 ?” 
“ 算 阵 的 nn 次 方 吗 …… 还 真是 非常 普通 呀 。” 


泰 条 拉 一 边 摆 弄 着 卡片 ， 一 边 陷入 了 沉思 。 
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而 我 则 有 些 为 难 
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FE 的 了 次 方 就 应 该 说 有 





“那个 方法 "， 但 也 

















功夫 进行 矩阵 计算 























































































































我 这 样 思考 着 闭 上 











FF yy 








妃 的 


这 是 村 木 老师 给 泰 条 拉 的 提示 啊 。 原 来 老师 











和 象 米尔 嘉 经 常 做 的 那 相 


广 六 




















更 容易 让 泰 条 拉 理 解 。 























比划 着 圈 圈 一 一 就 

































































LO 
“ 族 族 译 ? 学 长 ?! 



























































E 片 的 背 本 



































区 ， 也 是 在 思索 “传递 信 




















写 的 是 ?” 泰 琳 拉 将 我 从 沉思 中 唤醒 。 











5 
S 
SS 
| 
局 
S 
3 
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我 决定 了 。 


8.4.4 上 半 场 准备 : 对 角 和 矩阵 
下 来 要 使 用 和 











前 




















tC 向 着 那个 方法 一 一 和 





















































4 本 

















了 











«pl 














化 这 一 方法 来 求 矩 阮 


1 














我 们 来 学 习 对 角 


2 
I& Ed) 拉 点 ， 














点 头 。 
“作为 “上 半 场 准备 ,， 我 













































































就 预料 到 了 。 好 ， 


F 的 rn 次 方 。 
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a 0 
0 B68 
这 种 形式 的 矩阵 。 它 是 除 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 上 的 元 素 外 ， 其 他 元 素 
都 为 0 的 和 矩阵。 我 们 设 a、B 为 实数 。 
对 角 和 矩阵 有 “可 以 方便 地 计算 n 次 方 ” 这 一 性 质 。 
比如 说 ， 我 们 试 着 计算 对 角 和 矩阵 的 2 次 方 。 


















































oe 


QQa+0:.:0 a:0+0:.68 


a 0 
0 6 


G9 -( 


( ) 


0.a+6.0 0.0+8.8 








也 就 是 说 ， 下 





























fo 0 
尝 | .6 剖 
而 的 式 子 成 立 。 
a 0 /eo 0 
0 8) NO BF 





























































































































同样 的 方法 可 以 得 到 对 角 抢 阵 的 半 次 方 。 只 要 用 数学 归纳 法 即 可 
证 明 。 
a 0Y ”fo 0 
0 86) NO pn 
也 就 是 说 ， 对 角 和 矩阵 的 n 次 方 等 于 对 角 和 矩阵 中 各 个 元 素 的 n 次 方 。 
这 就 是 为 了 矩阵 的 对 角 化 的 “上 半 场 准备 。” 
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8.4.5 ”下半场 准备 : 矩阵 与 疗 和 矩阵 的 三 明治 
我 们 把 为 了 和 矩阵 的 对 角 化 进行 的 “下 半 场 准备 ” 叫 作 矩阵 与 逆 矩 阵 的 


三 明治 吧 。 































































































假设 矩阵 已 有 道 矩阵 下 已-:。 接 着 利用 已 和 已- 来 住 某 个 矩阵 万 
做 成 三 明治 ， 也 就 是 将 三 个 矩阵 己 和 厂 还 有 已 一 相 乘 哦 ， 泰 休 拉 。 这 
样 做 出 来 的 矩阵 



























































PDP-! 




















非常 有 趣 。 因 为 变 为 三 明治 状态 的 矩阵 PDP7T1 的 n 次 方 , 与 用 忆 与 
忆 来 什 D" 做 出 的 三 明治 矩阵 相等 。 
比如 我 们 可 以 用 三 明治 的 2 次 方 确认 一 下 。 

“三 明治 的 2 次 方 ” 会 等 于 “2 次 方 的 三 明治 ” 哦 。 

























































































三 明治 的 2 次 方 = (PDP7)? 
= (PDP ')(PDP) 
=PDP-IPDP-: 
=PDIP-IP)DP-: 


























= PDEDP-! 五 为 单位 矩阵 (39) 
~ PDDP-! 

= PD?P-! 

三 2 次 方 的 三 明治 











@ 设 尸 是 m 阶 方 阵 ， 吾 是 m 阶 单位 矩阵 ， 如 果 存 在 m 阶 方 阵 Q@ 使 得 PQ = QP= 瑟 ， 
则 称 久 是 三 的 逆 矩 阵 ， 书 称 为 可 逆 和 矩阵 。 一 一 译 者 注 
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三 明 浴 的 nn 次 方 ” 的 公式 


(PDP-')"= PD"P-! 





























同样 成 立 。 这 个 公式 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 。 
来 在 中 间 的 已 一 已 部 分 会 转化 为 单位 矩阵 百 ， 然 后 消去 。 
“三 明治 的 nn 次 方 ” 等 于 “n 次 方 的 三 明治 ”。 
这 就 是 为 了 矩阵 的 对 角 化 的 “下 半 场 准备 ”。 































































































8.4.6 ”向 着 特征 值 前 进 
到 此 为 止 准备 完成 。 就 像 村 木 老师 提示 的 那样 
































对 角 和 矩阵 的 次 方 等 于 对 角 线 元 素 的 n 次 方 。 
a 0 % a” 0 
0 86) NO pn 
户 用 矩阵 与 逆 矩 阵 做 出 的 三 明治 的 冯 次 方 等 于 n 次 方 的 三 明治 。 


(PDP-')"= PD"*P-! 






















































































以 此 为 基础 ， 我 们 来 求 流浪 问题 中 出 现 的 矩阵 的 n 次 方 吧 。 首 先 将 矩阵 
命名 为 A。 
0 
也 l~g 
我 们 的 方针 是 




















求 满足 A=PDP-1 的 对 角 和 矩阵 也 与 算 阵 PP。 

















先 整理 六 问 题 o 
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问题 8-3 ( 矩阵 的 对 角 化 ) 
当 和 矩阵 A = ( 172 2) 时 ， 求 满足 4 = PDP-: 的 对 角 和 矩阵 万 = (88) 


Pd 






































与 矩阵 已 = (43)。 














之 所 以 采用 这 个 方针 是 因为 











A"= (PDP-')"= PD"P-! 




















矩阵 A 的 n 次 方 可 以 用 对 角 和 矩阵 马 的 n 次 方 求 得 。 
我 们 先 从 4 = PDP-1 这 个 式 子 开始 讨论 。 






































A= PDP-! 
AP=PD 在 等 号 两 人 出 从 右边 乘 上 PP 


















































现在 从 矩阵 的 元 素 入 手 思考 AP = PD 吧 ， 


Le le 
































此 时 ,观察 (238 ) 的 第 一 列 中 的 %， 会 发 现下 面 的 式 子 成 立 。 
a 
=Q 
p 1l—g c fe 


也 可 以 把 式 子 写成 下 面 这 样 的 形式 。 
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将 等 号 右边 的 项 移 到 左边 进行 整理 。 


(oy 


这 样 能 得 到 下 面 的 式 子 。 


0 


那么 ， 这 里 出 现 的 矩阵 ( 2” 1 4 ) 存在 道 矩 阵 吗 ? 





















































| 





OQ 9 oO 


“矩阵 (一 2 1 9 。) 的 逆 和 矩阵 存在 吗 ? ”我 问 泰 洒 拉 。 

“ 稍 等 一 下 。“ 道 矩阵 存在 吗 ” 这 个 问题 是 在 哪里 出 现 的 呢 ? ” 

“我 们 研究 矩阵 时 ， 要 注意 “ 首 和 矩阵 存在 吗 ” 这 个 问题 。 

“原来 如 此 ……… 那么 ， 这 个 矩阵 的 逆 和 矩阵 …… 

“ 虽 ， 和 矩阵 ( ?7”1_4_。 ) 的 逆 矩 阵 不 存在 。 

“这 是 为 什么 呢 ?” 

“首先 ， 因 为 矩阵 已 的 逆 和 矩阵 存 在 ， 所 以 (2) 了 关 (8) 对 吧 ?” 

“ 误 ? 这 又 是 为 什么 呢 ? ” 
这 


“ 先 来 设想 一 下 如 果 (4) = (8) 会 怎样 吧 。 书 的 行列 式 会 像 
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这 样 等 于 0。 杂 世 一 来 ， 忆 的 逆 矩 阵 便 不 年 在 下 ， 因此 (2 ) 天 (90)s 也 就 
是 说 ，a、c 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0。” 


“原来 如 此 …… 这 么 一 分 析 就 能 发 现 推理 











































































































Pa 
中 
UH 
CSCY 
隆 
a 
LE 
二 
SN 
可 
CGI 
~ 





























“ 回 到 刚才 的 话题 ， 我 们 从 下 面 这 个 式 


























“抱歉 ! 这 里 我 也 不 太 明 白 。 

“就 像 刚才 我 说 的 那样 ， 我 们 要 试 着 问 自 己 “ 逆 矩阵 存在 吗 ， 这 村 
就 能 发 现 矩阵 (一 2 ”1 2 。) 的 逆 矩 阵 并 不 存在 。” 

“不 好 意思 ， 我 屡次 三 番地 提问 …… 这 是 为 什么 啊 ?” 

“和 刚才 一 样 哦 。 先 来 设想 一 下 ， 如 果 (”? “1_4_。 ) 存在 逆 和 矩阵 


样 吧 。 刚 才 我 们 得 到 下 面 这 个 式 子 成 立 …… 


1=B=& q ay _/0 

也 1 一 4 一 4 cj) \0 
在 等 号 的 两 边 同 时 从 左 侧 乘 上 递 矩阵 (1-?-“ ;4_。) ! 吧 。; 
出 (3) 一 (8)。 
“ 啊 ， 和 刚才 得 到 的 结果 …… 矛盾 啊 。 
“ 没 错 ， 这 与 刚才 讨论 得 知 的 (2) 夫人 
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rt 
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Em 
















































































oo 


) 矛盾。” 


























‘Tf fe A 9 
和 、 俏 实 .……: 


























人 0 
这 时 泰 休 拉 皱 了 皱眉 。 
“但 是 …… 我 没 办 法 像 学 长 那样 迅速 地 组 织 逻 辑 ， 流 畅 地 运用 反 证 



















































































外 一 个 矩阵 存在 逆 抢 阵 的 充 要 条 件 是 该 矩阵 的 行列 式 不 等 于 0。 一 一 译 者 注 
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“ 咕 ， 确 实 我 刚才 讲 的 有 点 快 了 ， 可 你 不 能 因此 气 馆 呀 。 我 在 此 之 前 
已 经 反 反 复 复 地 练习 了 “和 矩阵 的 对 角 化 "， 正 是 多 亏 了 大 量 的 练习 ， 才 能 


? 



















































































有 现在 这 样 的 速度 。 
“ 原 、 原 来 是 这 样 啊 ……… 那 ， 我 也 要 练习 !” 

“这 种 练习 与 死记 硬 背 不 同 跌 。 并 非 要 一 字 一 句 地 背 算式 变形 ， 而 是 
握 讨论 的 流程 。 
“ 咖 ， 就 像 记 故事 一 样 对 吧 ? ” 

“我 们 接着 来 计算 吧 。 因 为 矩阵 ( 2 ”9 。) 的 逆 和 矩阵 不 存在 ， 所 
以 矩阵 (多 “19 。) 行列 式 等 于 0。 





































































































vad 
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OA 9 oO 








矩阵 (多 “1-4-a) 行 列 式 等 于 0。 


















































1—p— 
D.—0 q 和 
也 工 一 和 一 此 
接着 使 用 行列 式 的 定义 进行 计算 就 可 以 了 。 
l=p=&@& 9 
=(1-p—-Qa)(l—-g—a)— pg 
p 1l1—g—a 


=1-g—-a—-p+pg+pa—at+gat+a  — pg 











对 a 合并 同类 项 。 








=a2—(1—-p+1— ga+(1—-p—9g) 

















之 所 以 对 a 合并 同类 项 是 因为 此 时 意识 到 了 “ 求 a” 这 个 情节 。 因 为 行列 
式 等 于 0， 所 以 a 满足 下 面 的 式 子 。 
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oa 一 (1-2p+1I 一 9qa+(1L 一 2 一 =0 











也 就 相当 于 zx = a 满足 下 面 的 二 次 方程 式 。 


























z 一 (1L-p+1lI-9qz+(L-p 一 9g)=0 




















我 们 将 这 个 方程 式 称 作 和 矩阵 (1572 2，) 的 特征 方程 。 有 趣 的 是 ，A = 


p 1 一 9 


(152 12。) 的 特征 方程 和 凯 莱 - 哈密 顿 定理 中 出 现 的 式 子 拥有 相同 的 结构 。 










































































A?--(1-p+1-gA+(1-p-9E=O 凯 莱 -哈密 顿 定理 


x 一 (1 一 p+1 一 gx+(1 一 p 一 g)=0 ”矩阵 ( 5?”1%4) 的 特征 方程 
一 一 -一 一 一 一 
和 矩阵 的 迹 矩阵 的 行列 式 



























































当 根 据 抢 阵 A 建立 的 特征 方程 有 两 个 解 时 ， 两 个 解 分 别 为 组 成 对 角 
矩阵 妃 的 a 与 B。 






































7 —(1—p+1— gq)z+(l1—-p—9g)=0 








我 们 可 以 将 方程 式 分 解 为 这 样 。 





求 得 


2 一 1 或 z=1 一 D 一 4 






































这 两 个 值 称 作 和 矩阵 (15? 9。) 的 特征 值 。 
设 a=1,6=1-p-g， 那 么 我 们 求 得 的 对 角 和 矩阵 如 下 。 


oy 
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也 可 以 将 a 与 8 对 调 , 令 DD= (1-8-40)， 只 是 我 们 在 进行 下 一 步 之 前 必 
须 确定 DD。 


























8.4.7 向 着 特征 向 量 前 进 
“通过 上 述 步 又 我 们 得 到 了 对 角 和 矩阵 娓 。 接 下 来 只 要 求 出 矩阵 已 就 
可 以 了 ， 为 此 我 们 需要 求 特征 向 量 。 我 说 。 
“特征 方程 、 特 征 值 、 特 征 向 量 …… ” 泰 打 拉 正 拼命 地 记 着 笔记 ,“ 我 
先 跟 上 学 长 的 讲解 ， 把 学 长 的 话 记 下 来 ， 等 回 过 头 来 再 仔细 研究 。 


“推理 的 过 程 并 不 复杂 ， 可 不 要 迷路 了 哦 。” 
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OO 9 oO 


可 不 要 迷 我 。 
条 件 已 经 给 出 了 p,qg, 我 们 也 求 出 了 ao, 6。 接 下 来 ,只 要 求 上 
a,b, c,d 就 可 以 了 。 已 知 数 为 pb, 9， 未 知 数 为 a,b, c, d。 


1—p—a gq a 0 

p 1 一 0 一 Q C 0 

1 一 D 一 0 q b _/0 

了 1 一 4 一 CO/ Nd NO 

在 这 里 ,我 们 将 a = 1,6=1 一 p 一 q 代 入 ,得 到 下 面 的 式 子 。 

—p 9g a 0 
p -4 \c 0 
q gq b _/0 
p D/ Nd NO 


对 这 个 式 子 进行 计算 整理 可 以 得 出 下 面 的 联 立 方程 式 。 


域 
| 

















LE 
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pa—gc=0 

二 ad =0 
这 里 只 有 两 个 方程 式 , 但 是 我 们 想 要 求 的 变量 有 a,b, c,d 四 个 ， 因 此 并 
角 定 a,b, c,d 的 直 。 
实际 上 ， 无 法 确定 也 没关系 ， 只 要 求 出 一 组 满足 A = PDP” 的 矩 
本 。 例 如 ， 




















































































































不 能 通过 这 个 联 立 方程 式 完全 和 













































































局 
J 

四 
和 








a=qg,b0=—1,c=»,d=1 
满足 上 述 联 立方 程式 ， 因 此 它们 可 以 构成 矩阵 三。 


万 一 a b\ /a -1 

Ne dl 力 。 于 
矩阵 已 = (28) 的 道 矩 阵 书 -1 = zat5e( 所 避 )”， 所 以 当 a=q,b= 一 1， 
c=D,d=1 时 ， 我 们 可 以 求 出 


1 qd 一 
P- 1= 
a , 
A 1 1 
DT 二 AN-D g 


@ 我 们 可 以 用 待定 系数 法 求 逆 矩 阵 : 已 知己 = ( 
根据 逆 矩 阵 的 定义 有 PP-: 一 已, 因此 (2 

































































| 
“人 


1 














a7 十 bz 一 1 
所 以 4 中 + 二 0， 解 出 zw, 包 志 岂 代 入 书 -! 即 可 。 关 于 递 矩 阵 ， 也 可 参考 第 
cy 十 duw 三 1 工 


276~~278 页 。 一 一 译 者 注 
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解答 8-3 (矩阵 的 对 角 化 ) 
对 于 算 阵 A = (17 9，) ， 


p 





满足 A= PDP 。 





8.4.8 求 4A” 

















终于 到 要 求 4" 的 时 候 了 。 接 下 来 要 做 的 只 是 组 合 之 前 的 成 果 


们 之 前 得 到 成 果 有 这 些 



































em 
jl 
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因此 ， 能 得 


mb 
EC 
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A”"= (PDP-')" 
= PD"”P-! 
/a -NA NN 1 71 
NAN 1/\0 1-p-g/ P+ad\-p 4 
3 
“~\p 1 0 (1-p-9)"”/) ?+4\-p g 
| 0 ( ) 
p (1l-p-9g9"”/ ?+4\-p 9 
(人 全 
2D 二 9 \p—p(1—p—g"” p+a(l—p—9g)" 
我 们 使 用 上 面 推导 出 的 结果 来 计算 第 ” 年 的 概率 向 量 。 
-0 
bo 了 
p—g)” | 
p-p(1-p-g" p+al—-p-9"/ \3 
es —q)"+q—a(l—p 司 
是 q) (1—p—9"+p+qa(l—p—9g)" 
这 ( 前 性 二 入 
2(p+q) \2p 一 (一 gp 一 9 
此 得 出 
ie 5 (24+ (p— (1 9)")= 27 ol 了 一 9 
bn 三 到 站 (0 一 (2 一 q)(1 g) = 起; 一 驹 宙 (1 -2 一 9 
因此 我 们 求 得 的 概率 就 是 an。 
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解答 8-2 (流浪 问题 ) 








爱丽 丝 第 元 年 在 A 国 肌 




















gq 





E 活 的 概率 如 下 。 









































































































































Wg n 
1 
p+g 到 天 要 由 2 

“ 呼 …… 虽然 每 一 步 都 分 别 明白 了 ， 但 是 ……” 
“我 们 画 一 下 和 矩阵 对 角 化 的 “旅行 地 图 ” 吧 。 即 便 运 算 中 出 现 

字母 ， 也 要 掌握 各 个 结果 是 根据 什么 条 件 得 出 的 。 

矩阵 的 对 角 化 的 “旅行 地 图 ” 
和 矩阵 A 

解 z=a + 一 A 的 特征 方程 > 解 z=B 








| 








寺 征 值 a > 对 和 华 











和 矩阵 万 = ) 二 特征 值 B 
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特征 向 量 (0 一 一 一 emp-(e | + 一 一 ”特征 向 量 () 
c & d 


逆 矩 阵 PY 






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































8.5 家 347 

“ 啊 ， 原 来 旅行 地 图 是 这 样 的 啊 ……… 只 要 想 求 矩 阵 的 n 次 方 ,无论 
什么 时 候 我 们 都 可 以 利用 “矩阵 的 对 角 化 ” 吗 ?” 

“我 觉得 当 特 征 方 程 有 重 根 时 就 需要 想 其 他 的 办 法 了 。” 

“原来 如 此 。 对 了 学 长 …… 我 现在 傅 发 觉得 ， 即 便 是 像 “ 人 按 某 一 概 
率 在 国家 之 间 移 动 这 样 简单 的 问题 也 会 有 十 分 复杂 的 结果 呢 。 

“是 啊 ， 设 定 十 分 单纯 ,结果 却 很 复杂 。 仔 细 想 想 爱 丽 丝 的 行动 仅 
依赖 于 她 一 年 前 在 哪个 国家 ， 而 她 完全 没有 再 之 前 在 哪个 国家 生活 过 的 
“记忆 ”。 这 个 问题 应 该 是 将 社会 现象 简化 后 的 模型 …… 这 种 模型 不 局 
限于 社会 现象 ， 在 科学 实验 中 也 能 有 所 应 阿 ! 这 不 也 是 随机 漫 
步 吗 ?!1” 

“ 认 ?” 

“是 啊 。 按 某 种 概率 在 两 个 国家 间 往 来 一 也 就 是 在 两 个 状态 间 往 
来 ， 这 个 问题 也 是 一 种 随机 漫步 啊 !” 

8.5 家 
8.5.1 摇摆 不 定 的 心 

夜晚 ， 我 一 个 人 在 自己 的 房间 里 学 习 。 

话 虽 如 此 ， 我 却 无 法 集中 精神 。 

今天 一 整 天 ， 我 都 在 和 泰 打 拉 进行 数学 讲习 。 

但 另 一 方面 ， 我 也 不 时 想到 米尔 嘉 。 

我 们 通过 和 矩阵 的 对 角 化 解决 了 流浪 问题 。 如 果 再 花 些 时 间 ， 应 该 还 
可 以 更 深入 地 思考 那个 问题 的 答案 。 比 如 说 ， 我 们 可 以 不 限于 A、B 两 
个 国家 一 一 两 种 状态 ,而 是 考虑 A, B,C 三 种 状态 , 或 是 思考 n 一 oo 
的 极限 …… 我 脑海 中 一 下 子 涌现 出 这 些 想 法 。 我 们 一 定 可 以 提出 新 的 问 
































一 个 问题 连接 到 一 个 全 新 的 世界 。 她 在 场 的 话 ， 也 许 会 把 我 的 解法 讲 得 
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、 收 获 新 的 发 现 吧 。 
但 是 ， 如 果 当 时 米尔 嘉 在 场 ， 以 她 的 知识 与 想象 力 ， 她 一 定 会 将 同 


















































































































































米尔 嘉 的 短暂 离开 ， 更 突出 了 她 的 存在 。 
我 一 边 想 着 一 边 走 向 厨房 ， 想 倒 一 杯 水 喝 。 
这 时 仿佛 早 就 等 着 我 一 样 电话 铃 响 了 。 






































































































































我 接 起 电话 ， 耳 旁 立刻 响起 这 样 一 句 话 。 


译 ? 米尔 嘉 ?” 我 吃 了 一 惊 ,，“ 怎 么 这 么 晚 打 来 电话 ?” 








































































































= 
四 
ES 
和 
I 
北 
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美国 吗 ?” 我 傻 傻 地 问 道 。 





























































































































“你 害怕 什么 ?” 
“约定 可 能 会 被 打破 吧 …… 呐 ， 国 际 长 途 不 贵 四 ?” 
“约定 就 是 表明 决心 ”米尔 嘉 继续 自 顾 自 话 地 说 。 
“决心 ?” 
“要 走 哪 条 路 ， 想 成 为 什么 样 的 人 的 决心 啊 。 你 因为 害 

























































































约定 会 被 打 





一 





























破 ， 所 以 不 定 下 任何 约定 吗 ? 你 自己 想 选 择 什么 道路 ? 你 自己 想 铺 就 什 













































































么 道路 ? 你 不 打算 表明 自 




















这 个 人 从 未 打破 过 约定 。 
因为 他 从 未 定 下 过 约定 。 

















己 的 决心 吗 ? 








你 打算 度 过 这 样 的 一 生 吗 ?” 
eee ”我 不 知道 该 说 什么 。 
































“想必 土 0 的 人 生 非 常安 稳 吧 。” 
































你 打算 走 怎样 的 路 ?” 














“不 遵守 约定 的 是 坏人 ， 让 人 无 法 遵守 约定 的 是 意外 ， 而 不 愿 定 下 约 





定 的 人 不 过 是 惨 夫 罢了 。” 

















n 























没 等 我 回复 ， 米 尔 嘉 便 挂 掉 了 电话 。 





8.5.2 雨夜 
































丸 为 米尔 巴 的 来 电 ， 我 的 头脑 中 一 团 乱 麻 。 也 许 她 只 是 像 往常 一 样 














































































































心血 来 潮 打 来 电话 ， 但 摆 在 我 面前 的 问题 却 不 是 凭 心血 来 泣 就 能 解决 的 。 
































你 打算 走 怎 样 的 路 ? 























这 是 我 自己 必须 面 对 的 问题 。 















































不 过 米尔 熹 也 真是 的 ， 
等 一 下 。 
































特地 打 国 际 长 途 过 来 …… 族 ? 











不 是 凌晨 2 点 吗 ? 





























我 在 心里 计算 时 差 。 现 在 那 边 
Bb 
































那里 并 不 是 清晨 ， 而 是 深夜 

















E 这 样 的 深夜 打 


洲 
~ 
2 
小 
人 
[ 
六 
了 
tT 











电话 给 我 。 
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难道 说 米尔 嘉 也 在 ……… 不 安 ? 
























































尤 里 在 等 “ 那 家 伙 ” 的 回信 一 
泰 采 拉 在 担心 会 议 的 报告 一 
米尔 嘉 ， 还 有 我 。 

未 来 让 我 们 的 内 心 摇摆 不 定 。 



































是 啊 …… 米尔 嘉 也 会 有 要 守护 自己 内 心 的 时 候 啊 。 她 也 需要 并 排 华 
在 河畔 的 伙伴 ， 她 也 需要 能 在 深夜 接 起 电话 的 人 。 解 答 谜 题 固然 重要 ， 


守护 内 心 也 同样 重要 。 































































































我 打 o 
湿 冷 的 雨 的 味道 从 窗口 涌 进 房间 。 
面 一 片 展 上 暗 o 


局 


我 还 看 不 到 …… 我 们 的 未 来 。 





































































































一 般 来 说 ， 解 一 个 问题 的 方法 ， 
比 问题 的 解 本 身 重 要 得 多 。 
高 德 纳 了 

















@ 出 自 Selected Papers on Analysis of Algorithms 第 x 页 。 














第 9 章 


坚强 、 正 直 、 美 丽 





没有 帮手 才 是 最 关键 的 问题 。 

我 可 以 在 树林 里 挑 出 巨大 的 树 ， 然 后 辛苦 地 把 它们 砍 倒 ， 
我 可 以 用 我 的 工具 把 它 打造 出 船 的 外 形 ， 

然后 通过 用 火烧 或 用 刀 削 把 它 的 内 侧 挖 空 ， 

这 样 它 就 成 为 一 稻 船 了 一 一 

不 过 ， 我 没 办 法 把 船 从 打造 它 的 地 方 移 走 ， 

如 果 不 能 让 船 浮 在 海上 ， 

这 样 的 船 对 我 又 有 什么 用 处 呢 ? 


一 一 《得 滨 进 漂流 记 》 


9.1 家 
雨天 的 周 六 

















周 六 下 午 。 窗 外 依旧 下 着 绵绵 细 雨 。 虽 说 正 着 梅雨 季 厄 没 办 法 ,但 
接连 的 雨天 实在 是 让 人 心情 沉 周 。 我 正在 自己 的 房间 里 进行 考 前 复习 。 
“哥哥 ! 雨天 真是 太 棒 了 ! ” 
表妹 万 里 这 样 喊 着 来 到 我 的 房间 。 


之 前 她 明明 说 过 完全 相反 的 话 …… 
“哥哥 ， 我 带 来 了 习题 哦 。” 











































































































































































































352 第 9 章 ， 坚强、 正直、 美丽 























尤 里 兴高采烈 地 打开 笔记 本 。 











问题 9-1( 强 正美 柔 问题 ) 
有 人 能 满足 以 下 所 有 条 件 吗 ? 









































P1. 或 坚强 、 或 正直 、 或 美丽 。 


























P2. 或 温柔 、 或 正直 、 或 不 美丽 。 
P3. 或 不 坚强 、 或 温柔 、 或 美丽 。 
P4. 或 不 坚强 、 或 不 温柔 、 或 正直 。 
P5. 或 不 温柔 、 或 不 正直 、 或 美丽 。 
P6. 或 不 坚强 、 或 不 正直 、 或 不 美丽 。 
P7. 或 坚强 、 或 不 温柔 、 或 不 美丽 。 
P8. 或 坚强 、 或 温柔 、 或 不 正直 。 



















































































































































































县 
2 
冰 
府 
泣 
魔 
Sy 
血 
六 
以 
二 
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万 吧 。 比 如 说 ， 如 果 





















































这 个 条 件 ， 就 必须 或 者 “坚强 或 者 “正直 ' 或者“ 美丽” ， 对 吗 ? 
“对 对 。 比 方 说 ， 无 里 因为 和 所 以 满足 条 件 P1 哦 ~ 
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WV 








“只 要 符合 “坚强 ' “正直 ' “美丽 中 的 任意 一 个 条 件 ， 就 满 


Pl,” 我 说 ， “这 个 问题 问 的 是 十 合 个 人 能 够 足 从 Pl 全 








的 所 有 条 件 ?” 
“怎样 ? 哥哥 你 能 解 开 吗 ?” 



























































“可 是 啊 ……” 我 说 ,“ 仔 细 想 想 “坚强 




















| 长 
认 
菩 
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主观 的 感受 吗 ? 用 它们 来 做 逻辑 题 让 人 有 些 抵触 呢 。” 
ss “ 尤 里 从 手中 的 信封 抽出 一 张 纸 ， 眶 了 
眼 ,“ 啊 ， 对 了 对 了 。 我 们 假设 之 前 已 经 适当 地 定义 了 “坚强 ” 是 什么 意 
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WV 
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“好 想 用 逻辑 公式 2 表示 条 件 啊 。 我 们 可 以 用 v (或 运算 符 ) 将 条 从 








上 




















加 V 美丽 
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tl 
十 
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EE 

tT 







































































































































































“原来 如 此 ， 条件 P6 中 出 现 了 “不 坚强 ' 这 样 的 否定 表达 。 我 们 可 









































以 用 逻辑 符号 -( 非 运算 符 ) 来 表示 。 




















J 
元 
筑 
< 
EE 
: 
< 
a 
荆 









































my, 


假设 一 个 人 “坚强 ”， 如 此 一 来 ， 她 满足 条 件 P1， 同 样 也 满足 包含 
“坚强 ”的 条 件 P7 与 P8…… 原来 如 此 ， 如 果 假 设 她 “坚强 ”， 那 么 我 们 


更 应 该 去 研究 包含 “不 坚强 ”的 条 件 啊 。 


来 考虑 条 件 P3 吧 。 


































































































@ 又 叫 作 “合式 公式 ”( well-formed formula )。 一 一 译 者 注 
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、 夫 肌 








P3. 或 不 坚强 











子 ” 


[= 








各 或 温柔 、 马 美丽 。 
假设 这 个 人 “坚强 ”, 为 了 满足 条 件 P3, 她 必须 “ 温 


99 















































才 足 条 件 P3， 如 此 一 来 













































































丽 ”。 假设 她 “温柔 "”， 这 样 她 就 
条 件 P2。 
但 是 条 件 P4 是 这 样 的 。 
P4. 或 不 坚强 、 或 不 温柔 、 或 正 
也 就 是 说 ， 如 果 她 既 “ 坚 强 ” 又 “温柔 ” 
须 [19 正直 ”。 
接着 来 看 条 件 P5 吧 。 




















P5. 或 不 温柔 、 或 不 1 





、 或 时 

















日 








NNo 





因此 ， 如 


温柔 ” 与 和 








好 满足 $6 


[9 [又 
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3 
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I 因 Ey 由 强 半 
人 心 ， 王 山 LU 中 


2 





温柔 ” “让 症 * 6 


7 
o 


就 必须 “美丽 


99 














美丽 











那些 条 伯 





F Pl 至 P5， 
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那么 ， 她 满 





























EE 





9 








还 有 P7 和 了 8。 

















P6. 或 不 坚 ? 


号 、 























直 、 或 不 美丽 。 

















哎呀 ! 她 是 “坚强 ” “温柔 ” or 
可 不 行 满足 所 有 条 件 是 不 可 能 上 
从 完全 不 同 月度 入 手 1 
































人 吗 ? 





























































































































”美丽 ”的 ， 不 


上 ， 这 次 试 着 从 “不 坚 3 


: 假设 她 “不 坚强 "， 由 条 件 P1 得 出 她 必须 “1 
“假设 她 “正直 ”， 由 条 件 P8 得 出 她 必须 “ 温 
条 件 P7 得 出 她 必须 “不 美丽 ” 




















二 全 
下 





此 我 们 能 知 


或 
她 也 满足 














柔 " ， 为 了 满足 条 件 P4， 她 就 必 
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她 
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子 ” 
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好 ， “不 坚强 ” “ 正 fF») “温柔 ” “不 美丽 2 < 验证 所 二 条 件 吧 。 
“ 因为 “正直 ”所 以 满足 条 件 P1 
* 因为“ 温柔” 所 以 满足 条 件 P2、P8 











”所 以 满足 条 件 P3、P4、P6 
“不 美丽 ”所 以 满足 条 件 P7 
和 独 | 下 的 条 件 是 卫 5.……: 吕 ， 不 行 啊 









































为 
为 
. 因为 “不 坚 
为 
后 



































P5. 或 不 温柔 、 或 不 正直 、 或 美丽 。 
































“ 尤 里 ， 要 想 同时 满足 8 个 条 件 是 不 可 能 的 呀 。 


“那么 你 来 证 明 它 呀 ,哥哥 。 
































“未 经 证 明 的 话 只 不 过 是 猜想 而 已 ， 























感觉 今天 的 尤 里 真是 既 “坚强 ”又 “美丽 ” 呀 。 


“证 明 啊 …… 那么 就 来 思考 这 个 人 是 否 符合 “坚强 ' 正直” ‘美丽 


































































































个 形容 词 ， 找 出 满足 条 件 P1 ~ P8 的 组 合 就 可 以 了 对 吧 。” 


“不 是 三 个 哦 。 "坚强 ”正直 ”美丽 “温柔 " 这 是 四 个 形容 词 哦 。” 




























































































i 阿 ， 说 得 对 啊 。 总 之 ,“ 用 表格 来 想 ” 就 可 以 了 。 我 说 。 

强 正 美 柔 |PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 
(1) x x x x jx O O O O O O O 
(2) x x x Ox O O O O O O oO 
(3) x x O x|O x O O O O O iO 
(4) x x O OO O O O O O x oO 
(5) x O x x|O O O O O O O x 
(6) x © x OO OO OO OO x ©O OO oO 
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强 正 美 采 |Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 
人 | 
Do OOOO0OO%D 
WG x%%IO0O0xO00000 
lO % x Ol000*%w0000 
| 
de 
(IO OG x IO OO0O0000 
(WO OX% OlGOO0O0% O00 
(WOO EO GOGO 
| 
“这 里 的 OX 表示 ? " 尤 里 戴 上 树脂 边框 眼镜 仔细 看 表格 。 
“如 果 符合 “坚强 '' 正 直 ' “美丽 ' “温柔 ' 中 的 某 一 项 ， 就 在 那 一 项 里 
画 〇 O， 不 符合 就 画 x 。” 我 一 边 指 着 表格 一 边 说 明 ,“ 这 里 有 (1) ~ (16) 
共 16 种 分 配方 式 对 吧 ? 像 这 样 ， 分 别 比 较 Ox 的 分 配 结果 是 否 满足 条 































































































F P1 ~ P8， 如 果 满 足 条 件 就 画 〇 O ， 不 满足 就 画 x 。” 


pn 因 H 因 2” 
J YN oO 















































“你 看 , 在 (1) ~ (16) 的 分 配方 式 中 ， 无 论 选 哪 一 种 分 配方 式 ， 都 存 
在 不 能 满足 Pl ~ P8 全 部 条 件 的 情况 。 也 就 是 说 ， 在 条 件 P1 ~ P8 之 中 ， 






































































































































至 少 有 一 项 条 件 的 下 方 会 被 画 x 哦 。 因 为 我 们 调查 了 16 种 所 有 分 配方 
式 ， 所 以 我 们 可 以 断定 没有 人 能 8 个 条 件 全 部 满足 。 至 此 证 明 结束 。 
“真是 花 了 不 少时 间 嘲 。 尤 里 点 着 六 说 。 



















































































解答 9-1( 强 正美 柔 问 题 ) 


没有 人 能 满足 Pl1~P8 的 所 有 条 件 。 






























































也 
HH 
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“万 里 ， 这 个 问题 出 得 真 棱 。 我 又 看 了 一 饥 表 格 说 ,“ 这 是 
思考 之 后 编写 出 的 问题 。 你 看 ， 每 一 种 分 配方 式 中 都 恰好 有 一 个 条 件 为 
x。 而 且 ， 无 论 选择 哪 一 个 条 件 ， 都 会 有 分 配方 式 使 这 个 条 件 为 x。 也 
就 是 说 ， 在 这 8 个 条 件 之 中 , 无论 缺 少 了 哪 一 个 条 件 ， 都 会 有 满足 剩 下 
7 个 条 件 的 分 配方 式 存在 。” 

“我 也 发 现 了 哦 ! 响 ， 出 这 个 问题 的 人 聪明 吗 ?” 
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“ 嗯 …… 我 觉得 这 是 个 有 趣 的 问题 一 这 个 问题 是 尤 里 你 出 的 吗 ?” 
“ 呢 …… 这 并 不 是 我 出 的 问题 ……” 
































她 这 样 说 着 ， 目 光 闪烁 不 定 地 瞄 着 信封 中 抽出 的 纸 。 
“这 也 是 罗 辑 题 ? ”我 探 出 头 想 去 看 。 


“不 准 看 1” 尤 里 把 纸 藏 起 来 ，“ 哥 哥 你 这 个 xxx 1” 


























































































































































































































“什么 蚜 …… ”我 刚 咬 吐 完 ， 就 想起 来 了 ,“ 尤 里 ， 这 是 那个 转 校 的 
好: 的 可 信 巴 ? ” 

男生 总 和 尤 里 互相 出 数学 题 的 “ 那 家 伙 ”。 

“ 咽 啊 ， 是 的 。 那 家 伙 也 真是 的 ， 写 一 封 信 还 要 花 这 么 久 的 时 





















































间 ， 而 且 内 容 竞 然 还 是 给 人 家 出 题 。 话 说 回来 那 家 伙 ……” 
她 的 脸 类 染 上 红晕， 大 有 一 副 滔滔 不 绝 的 架势 。 

“ 尤 里 ， 尤 里 …… 真是 太 好 了 ， 他 给 你 
“谢谢 。” 
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9.2.1 逻辑 题 

“这 可 真是 太 好 了 ! ” 

这 里 是 图 书 室 ， 放 学 后 我 和 泰 条 拉 像 往常 一 样 在 这 里 交谈 。 她 听 到 
尤 里 的 事情 显得 十 分 开心 。 
“会 提出 写 信 这 样 的 建议 ， 还 真 像 你 的 作风 呢 。” 我 说 道 。 如 果 想 把 
己 的 心情 传达 给 对 方 ， 写 信 是 很 好 的 办 法 一 一 泰 休 拉 向 尤 里 提 了 这 样 
的 建议 。 
“因为 可 以 通过 语言 与 他 人 心灵 互通 是 非常 开心 的 一 件 事 
“ 尤 里 朋友 的 回信 里 还 附 上 了 逻辑 题 哦 。 
阿 。 尤 里 的 男 朋友 真是 个 有 趣 的 人 。” 

“我 觉得 不 是 男 朋友 吧 ……… ” 

“就 是 啦 ! 因为 …… . 

“ 啊 ， 米 尔 喜来 了 哦 。 

米尔 嘉 一 砍 黑 色 长 发 ， 周 身 散 发 着 端庄 的 气 场 ， 红 发 少女 理 纱 走 在 
米尔 嘉 身 边 ， 两 人 一 起 来 到 图 书 室 。 真 不 知道 她 们 的 关系 到 底 是 好 是 坏 。 
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了 啊 。 
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“还 有 这 回 有 



























































































































































9.2.2 可 满足 性 问题 
我 把 从 万 里 那 听 到 的 与 “坚强 ”正直 ”美丽 “温柔 ”相关 的 逻辑 
题 也 就 是 强 正美 柔 问 题 讲 给 她 们 听 。 


“可 满足 性 问题 。 米尔 嘉 说 。 





















































































































































“ 叫 可 满足 性 问题 …… 吗 ? ”我 问 米 尔 喜 。 
我 本 以 为 强 正 美 柔 问题 只 是 需要 考虑 所 有 情况 的 简单 组 合 问题 ， 没 























想到 这 个 问题 能 让 米尔 嘉 眼 前 一 亮 。 


“可 满足 性 问题 的 英文 是 Satisfiability Problem 哦 ， 泰 条 拉 。 


99 


























米尔 嘉 看 着 举 手 提问 























































































































“原来 是 很 有 名 的 问题 啊 。" 我 说 。 
“在 这 个 逻辑 题 的 背后 ， 

科学 中 最 著名 的 未 解决 问题 相关 联 。” 
“ 族 ? 那个 

















“计算 机 科 生 


























是 什么 呀 !” 泰 打 拉 兴奋 











也 叫 出 声 。 





























能 使 逻辑 公式 整体 为 























真 呢 ? 这 可 能 是 无 











' 最 车 名 的 未 解决 问 






































为 真 的 变量 











是 否 存在 使 其 
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避 效 算法 





网 ， 
一 























， 就 是 计算 机 科 伍 
iL 秒 沉默 的 时 间 。 











“但 、 但 是 ， 这 也 就 是 说 
“这 是 5 ”我 也 一 时 语 寨 。 
“..….….” 理 纱 没 有 发 言 。 

















“ 没 错 ， 听 起 来 





很 简 征 2 





的 泰信 拉 ， 抢 先 一 步 


更 加 一 般 化 的 可 满足 性 问题 ， 


“假设 我 们 已 经 得 到 了 逮 辑 公式 ， 那 么 给 变量 
法 办 到 的 事情 。 对 于 给 定 的 逻辑 
的 分 配方 式 呢 ? 一 一 寻找 能 解答 这 一 问 


' 最 著名 的 未 解决 问题 。”》 


i 入 泰 打 拉 一 时 语 赛 机 
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“说 是 “给 变量 分 配 真 假 值 '……… ”我 说 ,，“ 因 





























EO 、 
并 小 5 全 于 小 大 ， 了 | 














9.2 
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本 答 了 她 的 问题 。 






































赋予 怎样 的 真 假 什 











































































































所 以 ， 所 有 真 假 值 的 组 合 个 数 也 是 有 限 的 。 能 否 





























快 就 能 明白 吗 ?” 
“ 泰 条 拉 ， 你 觉 4 


“ 叫 ， 我 的 观点 和 

















觉得 呢 ? ”米尔 嘉 指 所 
0 学 长 相同 。 只 要 让 计算 机 先 4 


















































T 97 





应 该 就 能 明白 




















4 中 因 





























QD 真 假 值 是 数理 逻辑 名 
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它 与 计算 机 
































活力 少女 。 








恩 。 理 纱 ， 你 怎么 认为 ? ”米尔 闫 指向 计算 机 少女 。 

















词 ， 为 “>” 或 “ 假 ” 演出 > 











坚持 不 懈 地 尝试 所 有 

































































360 第 9 章 ， 坚强、 正直、 美丽 
“ 低 效 。 理 纱 简洁 地 回答 。 
“ 没 错 。 若 是 逐一 调查 真 假 值 的 所 有 组 合 ， 我 们 确实 能 知道 满足 逻辑 








公式 的 分 配方 式 是 否 存在 ， 如 果 存 在 还 可 以 求 出 分 配 六 









































这 样 的 算法 的 阶 非常 高 。 





































































































非常 低 效 的 。 而 寻找 


也 就 是 说 ， 用 逐一 调查 的 方法 求解 这 个 问题 是 





























“高 效 指 的 是 ? ”我 问 


“运行 步 数 可 以 控制 在 问题 的 规模 n 的 常数 次 方 倍 。 比 如 说 ， 有 
n 个 变量 时 ， 存 在 常数 K 使 得 算法 至 多 在 mn“ 步 内 得 出 























高效 的 算法 这 一 问题 ， 目 前 还 没有 得 
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“ 鸣 ， 没 有 思路 啊 。 


























“ 先 把 问题 公式 化 再 
































好， 她 是 要 我 拿 H 


9.2.3 3-SAT 





“可 满足 性 问题 一 一 Satisfiability Problem,， 






























































说 吧 。” 米 尔 嘉 说 着 对 我 使 了 个 眼色 。 


笔记 本 和 自动 铅笔 吧 。 














称 为 SAT 问题 。SAT 问题 也 就 是 “能 否 满足 逻辑 公式 ” 
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Ne 


























E 解 ， 我 先 来 解释 一 下 术语 吧 。” 








我 先 来 解释 一 下 术语 吧 。 








可 以 取 前 3 个 字母 简 








的 问题 。 为 了 便 



































组 成 逻辑 公式 的 元 素 是 拥有 “ 真 ” 值 或 “ 假 ” 值 的 变量 。 


Tl1 


我 们 可 以 在 变量 
时 一 x1 为 真 ，z1 为 
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量 前 添 
























































2 ”Zz3 ”变量 的 3 个 示例 ) 


























加 “ “一 ”是 反 转 真 假 的 非 运算 符 。zi 为 假 




















真 时 





Wiil 
Hr 
| 下 
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@ 表示 逻辑 于 
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WT 












































'z1 为 假 。 下 面 列 出 非 运算 符 














的 真 值 表 2。 























1 








的 输入 和 输出 
通常 以 1 表示 真 ， 





六 0 弹 





示 假 。 一 一 译 者 注 





! 之 间 全 部 可 能 状态 的 表格 ， 即 列 出 





HH 


1 逻辑 公式 真 假 值 的 








9.2 图 书 至 361 





































































































非 运 算 符 一 的 真 值 表 
“变量 " 或 者 “一 变量 ” 称 作 literal (字面 量 了 )。 
el i 3 (字面 量 的 3 个 示例 ) 


















































3 V 连结 字面 量 ， 由 此 形成 的 整体 称 作 clause ( 子 句 )。 






































2Z1V DZ2VDmX3 ( 子 句 的 1 个 示例 ) 


















































只 要 子 句 1 在 1 个 字 男 量 为 真 ， | 名 整体 便 为 真 。 八 所 在 了 于 时 重 
都 为 假 时 ， 子 句 整 体 才 为 假 。 





































































































































































































































































































Li L2 Ls LiVv LV Ls 
假 假 假 假 
假 假 真 
假 下 段 [i 
假 所 真 真 
假 段 真 
a 假 吉 震 
Ee 1 段 2 






































子 句 的 真 值 表 ( 艺 1、 荆 ?>、 王 3 为 字面 量 ) 
































我 们 可 以 使 用 子 句 表示 十 分 复杂 的 东西 。 假 设 变 量 x1 表示 “坚强 ”， 


Z2 表示 “正直 ”， 变 量 zs 表示 “美丽 ”， 那 么 ， 子 句 zl1 V 一 X2V 一 23 
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ny 
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GD 在 计算 机 科学 技术 名 词 中 ， 也 称 作 “ 文 字 ”。 一 一 译 者 注 
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表示 一 个 人 























或 “坚强 ” 或 “不 正 ] Ee 或 “不 美 丽 97 























这 个 意思 。 强 正美 柔 问 题 的 条 件 P1~ P8 就 相当 于 8 个 子 句 。 
将 括号 内 的 子 句 用 入 ( 且 运 算 符 ) 连 结 ， 形 成 的 整体 称 为 逻辑 公 
式 。 逻 辑 公 式 也 称 为 合 取 范式 ， 它 的 简写 为 CNF， 取 自 Conjunctive 


Normal Form 的 首 字母 。 




























































































(Z1V 一 XZ2) 八 (ZX1V XxX2V x3V 一 X74) (逻辑 公式 (CNF ) 的 示例 ) 








在 逻辑 公式 (CNF) 中 ,只 要 有 1 个 假 的 子 句 ， 这 个 CNF 整体 就 为 
假 。 只 有 当 所 有 的 子 名 都 为 真 时 ，CNF 才 为 真 。 































































































C1! C2 | (C1) A(C;) 





















































假 恨 假 
假 假 
段 假 
真 真 真 


CNF 的 真 值 表 ( Cl1+、C2 为 子 句 ) 




















所 有 子 句 都 是 由 3 个 字面 量 构成 的 CNF 称 为 3-CNF。 



































(Z1V— ZX2V -7X3) NN (rT2V LT3V -724) (逻辑 公式 (3-CNF ) 的 示例 ) 


























如 果 令 变量 x1、xz2、z3s 的 意义 不 变 , 变量 z4 表示 “温柔 ”，(zl V 

















Way wma) A (wa Wa = a) 这 个 3-CNF 表示 “'“ 坚 强 ” 或 者 “不 正 
村” 法 “不 时 甫 *”” 且 “' 正 直 ” 或 万 6 丽 ” 或 对 “不 温柔 '”。 
我 们 来 整理 一 下 术语 吧 。 
































































































































9.2 ”图书 至 
字面 量 字面 量 字面 量 字面 量 字面 量 字面 量 
pd PP Wy PN PN 
(Wm VV i V Sm A( Bm V mg Vm ) 
— 一 一 — 一 一 
子 句 子 句 
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这 个 逻辑 公式 有 2 个 子 句 ， 每 个 子 名 都 由 3 个 字面 量 构成 ， 因 此 这 
个 逻辑 公式 是 3-CNF。 我 们 把 调查 是 否 存 在 分 配方 式 满足 3-CNF 的 问 
题 称 作 “3-SAT 
9.2.4 满足 

至 此 , 我 们 已 经 讲 过 了 变量 、 字 面 量 、 子 句 、 逻 辑 公 式 (CNF、 
3-CNEF )。 变 量 或 者 一 变量 为 字面 量 , 用 V 连结 字面 量 得 到 子 句 ， 

人 连接 子 句 得 到 CNF， 所 有 的 子 句 都 是 由 3 个 字面 量 构成 的 CNF 为 
3-CNE。 
(Z1V 一 X2V 一 2X3) 人 (Zz2V xz3V 一 xX4) (逻辑 公式 (3-CNEF ) 的 示例 ) 













































































































































































































































































































































































决定 赋予 变量 “ 真 ” 值 还 是 “ 假 ” 值 的 对 应 关系 称 作 分 配方 式 。 比 如 
说 ,下面 的 示例 是 对 刚才 提出 的 3-CNF 中 出 现 的 4 个 变量 zl1、za2、z3、 
Zz4 的 分 配方 式 。 

(zl z2, 73, Z4) 二 ( 真 , 真 , 假 , 假 ) (分 配方 式 的 示例 ) 

根据 这 个 分 配方 式 可 知 ， 刚 才 的 3-CNF 为 真 。 当 分 配方 式 a 使 逻 
辑 公式 了 为 真 命题 时 ， 我 们 可 以 说 ， 分 配方 式 a 满足 逻辑 公式 f。 

对 于 变 字面 量 、 子 句 ， 我 们 都 可 以 使 用 “满足 ”这 一 术语 。 就 像 
满足 变量 z1、 满 足 字面 量 -x3、 满 足 子 名 zl V 一 22V 一 X33 这 样 。 

因此 ， 强 正美 柔 问 题 也 就 是 “是 否 存 在 一 种 分 配方 式 满足 由 8 个子 
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[区 
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句 ( 条 件 Pl1~P8 ) 构 成 的 3-CNF?” 这 样 
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半 一 个 问题 。 
9.2.5 分 配方 式 的 练习 
“ 曙 …… 字 面 量 、 子 句 还 有 .……… 分 配方 式 …… ” 泰 采 拉 匆 匆忙 忙 记 
下 笔记 。 









































通过 具体 的 题 来 确认 是 


























3-CNF 的 分 配方 式 。 








人 理解 了 吧 。” 米 尔 高 说 ，“i 
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题 。” 我 说 ,“ 还 有 许 














是 的 。” 泰 条 拉 点 头 同意 ,“ 米 尔 串 学 姐 ， 我 们 可 以 立刻 





青 况 下 才 可 以 ”米尔 嘉 说 ,，“ 



























































算法 。 该 算法 
存在 满足 这 个 3-CNF 的 分 配方 式 。” 














也 就 是 让 计算 机 先生 来 求解 ， 对 吧 ? ” 








“求解 可 满足 性 问题 最 单纯 的 算 当 


























能 够 调查 对 于 输入 的 任意 3-CNE ， 是 好 











按 顺 序 逐 一 符 试 分 配方 式 的 方法 。 
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是 暴力 算法 
依靠 蛮 力 解 题 吗 ?” 
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9.2 多 书 至 365 
“每 一 个 变量 能 取 到 的 值 只 有 真 和 假 两 种 对 吧 ? ”我 回答 , “因为 一 共 
有 nn 个 变量 ， 所 以 分 配方 式 的 总 数 有 2” 个 。” 
“如 果 有 4 个 变量 ,分 配方 式 就 有 2 二 16 种。 
“分 配方 式 总 共有 2” 种， 说 明 运行 步 数 至 少 为 2” 这 一 指数 函数 的 阶 。” 
“仅仅 有 34 个 变量 就 会 有 上 百 亿 种 情况 啊 。” 我 感叹 道 。 

















“171 亿 7986 万 9184。” 





9.2.6 ”NP 完全 问题 
“3-SAT 和 一 个 猜想 


P 关 NP 猜想 。” 
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可 题 被 称 为 NP 完全 问题 。NP 


能 够 高 效 地 
想 。 许 多 计算 机 
有 还 未 被 证 明 。” 米尔 嘉 说 。 


我 小 声 嘟 吐 。 
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可 满足 性 。 
法 。SAT 
效 算 
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和 只 是 人 们 还 


科学 家 相信 SAT 的 高 


可 题 的 高 效 偶 








法 真 的 存在 吗 ? 还 





折 获 了 1982 年 的 


以 高 效 地 ; 
效 地 找 出 正确 


图 灵 奖 2。” 








断 风 辑 公式 的 
配方 式 的 SAT 










































































没有 发 现 呢 ? 这 两 种 猜想 
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在 SAT 的 高 
证 明 。 大 部 分 
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和 有 人 能 证 明 这 























证 明 的 话 只 不 过 








是 猜想 








四 





图 灵 奖 (Turing Award )， 





算 机 村 





基业 做 出 





! 重 要 贡献 的 个 人 。 其 名 称 取 
灵 (Alan Turing )。 一 一 译 者 注 




















国 计 算 























" 泰 条 拉 咱 


机 协会 于 1966 年 设立 ， 专 门 奖励 那些 对 
计算 机 科学 的 先驱 、 英 国 科 学 家 艾 伦 


\ 声 哪 唾 。 
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9.3 回 家 路 上 367 

“P 关 NP 猜想 还 没有 得 到 证 明 ， 因 此 存在 SAT 的 高 效 算 法 的 可 能 
性 还 不 是 零 。 如 果 有 人 发 现 了 SAT 的 高 效 算法 ， 那 么 这 一 定 会 在 计算 
机 科学 界 掀起 一 场 大 革命 。 现 在 存在 非常 多 的 NP 问题 , 而 SAT 是 NP 
完全 问题 ， 如 果 能 找到 它 的 高 效 算法 ， 也 就 能 证 明 人 们 可 以 高 效 地 解 出 
一 切 NP 问题 。SAT 就 是 这 样 一 个 具有 重大 意义 的 问题 ， 因 此 人 们 正在 
大 量 进行 与 SAT 相关 的 研究 。” 

“ 喔 ……” 我 惊讶 得 说 不 出 话 。 本 以 为 SAT 问题 仅仅 是 一 个 与 组 合 
相关 的 问题 ， 没 想到 它 是 这 样 一 个 重要 的 问题 。 我 着 实 很 惊讶 。 

“前 几 天 去 美国 的 时 候 ,” 米 尔 嘉 继续 说 ,“ 我 在 飞机 上 读 了 一 篇 关于 
求解 3-SAT 问题 算法 的 论文 。 

“ 认 ! P 关 NP 猜想 已 经 被 解决 了 吗 ?” 

“不 ， 那 篇 论文 并 没有 高 效 地 解 出 SAT 问题 。 为 了 降低 算法 的 时 间 
复杂 度 ， 论 文采 用 了 与 概率 相关 的 手法 。 

“将 概率 应 用 到 ……… 算法 吗 ?” 

“ 没 错 。” 米尔 嘉 点 了 点 头 ,“ 论 文中 使 用 了 一 种 随机 算法 。 

“随机 算法 ?” 泰 条 拉 向 米尔 嘉 提问 。 

“放学 时 间 到 了 。” 瑞 谷 女 史 宣布 道 。 
9.3” 回 家 路 上 
9.3.1 装 言 与 约定 

泰 末 拉 、 我 、 米 尔 嘉 、 理 纱 排 成 一 列 穿 过 小 路 ， 一 同 走向 车 站 。 

“前 段 时 间 我 参加 了 亲戚 的 婚礼 哦 ,” 泰 末 拉 一 边 走 一 边 说 , “穿着 污 
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我 看 着 回头 说 话 的 泰 条 拉 ， 担 心 她 会 摔 倒 。 

“ 当 神 父 读 到 《圣经 》 中 “你 要 像 爱 自己 一 样 爱 你 的 妻子 ,妻子 也 同 
样 要 尊敬 丈夫 ' 时 ， 还 有 当 新 郎 新 娘 宣读 婚姻 的 誓言 无论 疾病 或 是 健 
康 ” 时， 我 都 器 出 来 了 啊 。” 

“应 该 是 “无 论 生病 还 是 健康 时 吧 ?” 

“ 咽 。 就 是 "always ” 啊 。 




















婚姻 的 誓言 啊 。 在 刘 


















































“约定 就 是 表明 决心 。” 











面前 ， 在 众人 的 鱼 









































米尔 嘉 在 深夜 的 























我 的 诀 心 又 在 哪里 呢 ? 



































“怎么 了 ? ”米尔 嘉 问 。 
“没什么 ……: ”我 回答 。 
9.3.2 会 议 






















































































来 到 大 道 ， 在 信号 灯 前 





























这 可 真是 沉重 的 一 名 话 











等 绿灯 。 




















“会 议 的 事情 ， 你 想 得 怎 样 了 ? ”米尔 喜 问 泰信 拉 。 




































































“ 喝 …… 我 还 是 觉得 …… 我 还 是 不 行 一 泰 呆 拉 大 吞吐 吐 地 说 。 
“会 议 ? " 理 纱 问 。 
“ 咽 ， 就 是 要 在 双 仓 图 书馆 举办 的 会 议 ， 理 纱 你 是 工作 人 员 吗 ?” 米 
尔 嘉 问 。 








“我 在 秘书 处 帮忙 。 
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时 在 文化 节 上 作 





































































































“ 泰 打 拉 ， 这 么 难得 的 机 会 ， 你 参加 多 好 啊 。 我 初 
过 报告 ， 那 真 的 能 学 到 很 多 。” 我 接着 说 ,“ 人 研讨 会 是 ' 
作 报 告 对 吧 ? 可 能 会 有 初中 生 因为 泰 条 拉 的 报告 而 邂逅 算法 呢 。 
听 到 这 泰 条 拉 猛 地 吸 了 口气 。 
































高 中 生 为 初 
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对 啊 。” 
她 忽然 一 脸 认 真 地 说 : 
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果然 我 还 是 想 作 报告 
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是 啊 。 对 于 在 
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9.4 图 书 室 


纱 来 说 党 
国 ， 所 以 没 办 法 参加 。” 

















计划 变更 是 件 斌 烦 








9.4.1 求解 3-SA 工 问题 的 随机 算法 
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第 二 天 放学 后 ， 我 一 如 既往 地 来 到 图 书 室 。 图 书 室 中 ， 理 纱 正 在 电 
脑 前 裔 打 着 什么 ， 米 尔 嘉 则 站 在 理 纱 身后 与 她 交谈 。 

“ 接 下 来 呢 ?” 理 纱 问 米尔 嘉 。 

“return ' 大概 无 法 满足 后 结束 。” 

“完成 了 。 理 纱 说 。 
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“这 是 什么 算法 ? ”我 探 出 头 看 屏幕 。 
“求解 3-SAT 问题 的 随机 算法 。” 米尔 嘉 说 着 坐 

















I 
+ 
my 

















让 





' 逻辑 公式 (3-CNF)f 


























当 找 到 满足 逻辑 公式 了 的 分 配方 式 时 ， 
险 出 “可 以 满足 ”。 

没有 找到 满足 逻辑 公式 了 的 分 配方 式 时 ， 
险 出 “大 概 无 法 满足 ”。 





















































求解 可 满足 性 问题 ( 3-SAT ) 的 随机 算法 ( 流程) 


W1: procedure RANDOM-WALK-3-SAT(f,n, R) 

































































' W2: rl1 ' 
W3: whiler< Rdo 
| WwW4: a + (随机 选取 拥有 mn 个 变量 的 分 配方 式 ) ' 
Ws5: kel ' 
' Weé6: while k < 3n do ' 
| WwW7: if (分 配方 式 a 满足 涩 辑 公 式 ) then 
' Was8: return“ 可 以 满足 ” ' 
' Wg9: aiid-if ' 
,Wio: c < (由 地 辑 公式 得 到 分 配方 式 a 不 满足 的 子 句 ) | 
: Wi1l: 2 《从 子 句 c 中 随机 选取 变量 ) ' 
! W12: a 全 《对 分 配方 式 a 的 变量 xz 进行 非 运 算得 到 新 的 分 配方 式 ) 
' W13: kki+l ' 
! W14: end-while ' 
' W15: rr+l ' 
' W16: end-while ' 
| WI17: return“ 大 概 无 法 满足 ” | 


W18: end-procedure 








“看 、 看 起 来 好 难 啊 ……” 

不 知 什么 时 候 ， 活 力 少女 泰 琳 拉 也 来 到 了 图 书 室 。 

“RANDOM-WALK-3-SAT 是 一 个 有 趣 的 算法 。 

求解 可 满足 性 问题 的 随机 算法 RANDOM-WALK-3-SAT 一 一 米尔 
嘉 的 “讲习 ”开始 了 。 






















































































9.4.2 随机 漫步 
RANDOM-WALK-3-SAT 是 一 个 有 趣 的 算法 。 从 nn 个 变量 随机 的 
分 配方 式 开始 ， 算 法 一 点 一 点 地 更 改 分 配方 式 ， 反 复 运 行 这 样 的 随机 漫 


分 
步 , 一步 一 步 地 调查 当前 的 分 配方 式 是 否 满足 逻辑 公式 f。 
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算法 通过 随机 数 进行 选取 ， 也 就 是 通过 随机 选取 来 确定 从 哪里 开始 
步 ( 行 W4)， 以 及 怎样 改变 分 配方 式 ( 行 W11 )。 
这 个 算法 由 双重 循环 构成 。 





















































' 内 层 循环 运行 的 随机 漫步 的 步 数 为 3n 步 
(内 层 循环 包括 行 W5 语句 的 初始 化 变量 天， 以 及 行 W6 至 行 W14 


的 while 语句 ) 





























* 外 层 循环 使 随机 漫步 运行 R 轮 











(外 层 循环 包括 行 W2 初始 化 变量 >， 以 及 行 W3 至 行 W16 的 
while 语句 ) 






































在 行 W4 中 ， 算 法 建立 拥有 n 个 变量 的 随机 的 分 配方 式 ， 并 将 它 代 
入 到 a， 这 就 是 随机 漫步 的 起 点 




















“0o 























了 W7 中 ， 算 法 调查 当前 分 配方 式 是 否 满足 逻辑 公式 f。 


图 罗 本 Wi1l 1 ， 开 法 决定 随机 漫步 的 下 步 o 


在 行 W12 中 ， 将 新 的 分 配方 式 代入 变量 a。 

































































以 上 就 是 RANDOM-WALK-3-SAT 的 大 体 的 流程 。 感 觉 怎 样 ? 











OO 9 oO 





6 后 必 At ED 9 
感觉 怎样 ? 









































“好 多 地 方 都 不 明白 …… 首先 ， 这 里 的 随机 漫步 指 的 是 什么 呢 ?” 泰 
采 拉 一 副 措 不 到 头脑 的 样子 。 


“他 正在 画 示意 图 。” 米尔 喜 回答 
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随机 漫步 1 





随机 漫步 2 


随机 漫步 3 





仿 





“这 个 图 是 ? ” 泰 洲 拉 问 。 
“我 按照 米尔 嘉 的 说 明 画 出 了 运行 3 次 随机 漫步 的 示意 图 。 行 走 一 段 
时 间 后 ， 随 机 漫步 就 告 一 段落 ， 然 后 在 新 的 区 域 重 新 开始 随机 漫步 …… 























































































































就 像 这 样 。” 
“非常 好 。” 米尔 嘉 回答 。 
“我 有 一 些 概念 了 ……” 泰 条 拉 说 ,“ 这 个 随机 漫步 的 ‘区域 ' 在 哪里 



















































































呢 ? 我 们 是 要 研究 逻辑 公式 的 可 满足 性 吧 ? 在 这 张 图 中 出 现 的 黑 点 ……: 
究竟 表示 什么 呢 ?” 

“他 会 回答 这 个 问题 。 米尔 喜 指 着 我 说 。 

“我 觉得 黑 点 对 配方 式 "。" 我 说 ,“ 一 组 分 配方 式 确定 了 用 到 的 
变量 的 真 假 ， 对 应 1 个 黑 点 。 因 为 逻辑 公式 有 n 种 变量 ， 所 以 一 共有 2” 
个 分 配方 式 。 随 机 漫步 就 是 在 拥有 2” 个 元 素 的 集合 

“这 个 我 明白 ] 但 又 不 明白 ， 为 什么 要 随机 漫步 呢 ? 这 个 算法 
的 工作 原理 不 是 不 断 地 随机 寻找 分 配方 式 ， 直 到 找 出 的 分 配方 式 满足 输 
入 的 逻辑 公式 吗 ?” 
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的 元 素 上 漫步 。 
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“并 非 如 此 。” 米 尔 嘉 说 ,“ 只 有 行 W4 表示 从 全 体 分 配方 式 中 随机 选取 。 
算法 的 关键 在 行 W10。 在 行 W10 我 们 根据 逻辑 公式 得 出 不 可 满足 子 句 。 

米尔 嘉 在 这 里 停 了 一 会 儿 。 像 是 在 等 待 “ 不 可 满足 子 句 ”这 一 词语 渗 
入 泰 末 拉 的 心中 。 

“不 可 满足 子 句 ……: 咽 ， 我 记得 逻辑 公式 是 像 

( 子 句 1) A( 子 句 ?) 人:… 信 ( 子 句 123) 
这 样 由 和信 连结 而 成 的 …… 那么 当 整 体 的 逻辑 公式 不 可 满足 时 ， 逻 辑 公 式 
应 该 至 少 存在 一 个 不 可 满足 的 子 句 对 吧 ?” 

“我 们 设 不 可 满足 的 子 句 为 c 吧 。” 米 尔 嘉 站 起 来 扫 视 着 我 们 ,“ 泰 打 
拉 ， 子 句 ec 的 特点 是 什么 ?” 

“ 子 句 一 一 我 、 我 得 先 回想 定义 …… 抱歉 。” 

“ 没 必 要 为 回想 定义 道歉 。” 米尔 嘉 说 。 

“我 知道 了 ……… 咽 …… 子 句 是 用 v 连结 字面 量 得 到 的 整体 。 

“ 子 句 中 有 几 个 字面 量 ? ”米尔 嘉 紧 接着 问 。 

“ 嘎 …… 几 你 是 问 字面 量 的 个 数 吗 ?” 

“3 个 。 理 纱 冷 不 防 说 出 答案 ， 吓 了 我 们 一 跳 。 

“是 3 个 吗 啊 啊 啊 ! ”和 泰 条 拉 叫 出 声 来 ,，“ 的 确 是 3 个 5 啊 。 
因为 输入 的 逻辑 公式 是 3-CNF 啊 ! ” 

“ 没 错 ， 因 为 是 3 个 字面 量 ， 所 以 子 句 ec 一 定 是 这 样 的 形式 。 

子 辐 量 1 V 地 2 V 子 置 量 3 

“ 啊 ! 因为 分 配方 式 a 不 满足 子 句 c 所 以 字面 量 1、 字 面 量 2、 
字面 量 3 都 为 假 ! ” 

“由 分 配方 式 a 得 出 3 个 字面 量 缘 为 假 。 米尔 嘉 说 ,“ 也 就 是 说 子 铝 c 
的 字面 量 中 至 少 有 工 个 字面 量 的 真 假 值 是 错误 的 。 
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“原来 如 此 ! ”我 悦 然 大 悟 。 

““ 错 误 的 ”是 什么 意思 呢 ?”” 泰 打 拉 问 。 

“ 泰 人 条 拉 ， 你 看 这 个 例子 。” 我 一 边 说 明 ， 一 边 不 时 观察 米尔 嘉 的 反 
应 , “我 们 设 子 句 c 为 x1V 一 Z2V 一 Zz3 吧 。 分配 方式 a 不 满足 子 句 c 也 
就 表明 ， 在 分 配方 式 a 中 zi 为 假 、z 和 zs 为 真 对 吧 ? 因此 ,为 了 满足 
子 句 c， 我 们 必须 反 转 zl 、za2、zs 中 至 少 1 个 变量 的 真 假 。” 

“ 原 、 原 来 如 此 …… 谍 ? 但 是 ， 如果 想 要 满足 子 句 c， 只 要 对 zl、 
Zz2、Z3 中 菏 一 变量 进行 非 运 算 就 够 了 ， 为 什么 你 要 说 至 少 1 个 呢 ?” 
“ 嗯 ， 的 确 只 要 对 1 个 变量 进行 非 运算 就 能 满足 子 铝 c。 我 说 ,“ 但 是 ， 
非 运算 可 能 会 让 其 他 子 句 变 为 不 可 满足 ， 这 是 我 们 不 希望 发 生 的 。 为 了 满足 
逻辑 公式 ,我们 必须 使 所 有 的 子 句 丝 为 可 满足 。 但 是 我 们 无 法 轻易 了 解 具 


体 要 对 儿 个 变量 进行 非 运 算 ， 因 此 需要 进行 非 运算 的 变量 可 能 会 有 多 个 。 
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事 。” 我 接着 说 , “比如 假设 逻 
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“判断 出 应 该 进行 非 运 算 的 变量 并 
髓 公式 为 下 面 这 种 形式 。 












































(Wi1V wa Vs) Nh (hl V wo V we) 
No 二 


子 句 1 子 句 123 
此 时 车 ， 


(zl x2, 23) = ( 假 , 假 , 假 ) 

















不 满足 子 句 1。 既 然 如 些 ， 对 zi 进行 非 运算 如 何 


“9 

















(Z1, T2, 23) ( 真 ， 假 ， 假 ) 









































这 个 分 配方 式 的 确 满 足 子 句 1。 但 是 ， 此 前 为 可 满足 的 子 句 123 却 因为 这 


一 非 运算 变 得 不 可 满足 了 ! ” 
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9.4.3 向 着 定量 评估 前 进 

“我 现在 对 随机 漫步 的 过 程 有 了 更 清晰 的 认识 。” 泰 条 拉 说 , “而且 ， 
我 感觉 在 我 们 交谈 的 过 程 中 ,我 逐渐 与 3-CNF、 子 句 、 字 面 量 这 些 术 
语 交 上 了 朋友 。 但 是 …… 归根 到 底 ， 这 个 叫 作 RANDOM-WALK-3- 
SAT 的 随机 算法 真 的 比 暴力 算法 更 快 吗 ?” 

“ 想 要 回答 这 个 间 题 ， 需 要 用 到 泰和 打 拉 喜欢 的 “明确 前 提 条 件 的 定量 
评估 "。 米尔 亮 说 ,“ 实 际 上 ， 我 们 正好 得 到 了 定量 评估 的 线索 。 

“也 就 是 说 ?” 

“就 是 刚刚 提 到 的 ， 不 可 满足 子 句 c 的 3 个 变量 中 ， 至 少 有 1 个 变量 
的 真 假 值 是 错误 的 。” 

“ 虽 ， 是 的 。 我 们 要 进行 非 运 算 对 吧 ?” 

“换言之 ， 从 子 句 ec 的 3 个 变量 中 随机 选取 1 个 变量 时 ， 应 该 对 该 变 
量 进行 非 运 算 的 概率 至 少 为 言 。 

“ 哦 哦 。 确 实 是 这 样 啊 ! ”我 叫 出 声 。 

“这 就 是 我 们 得 到 的 定量 评估 的 线索 。 从 不 可 满足 的 子 句 中 随机 选取 
1 个 变量 ,对 其 进行 非 运 算 ， 这 一 操作 使 我 们 距离 “满足 整体 逻辑 公式 
的 分 配方 式 " 更 进一步 的 概率 至 少 为 奇 。 

“我 明白 了 但 、 但 是 ， 我 还 有 点 没 明 白 。” 泰 条 拉 露 出 为 难 的 表 
情 , “米尔 嘉 学 姐 刚刚 提 到 “更 进一步 "， 可 我 们 并 不 清楚 ， 随 机 选取 的 
变量 是 否 真正 使 当前 的 分 配方 式 距 离 正确 的 分 配方 式 更 进 了 一 步 。 因 为 
我 们 并 不 清楚 正确 的 分 配方 式 是 什么 。 如 果 我 们 知道 的 话 ， 问 题 就 已 经 
解决 了 。 无 论 进行 多 少 次 随机 漫步 ， 我 们 都 无 法 明白 当前 的 分 配方 式 是 
离 正 确 的 分 配方 式 更 近 ， 还 是 反而 离 得 更 远 了 啊 !” 

听 了 泰 条 拉 的 发 言 ， 我 心里 也 觉得 有 些 不 踏实 。 
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仿 测 与 校正 码 》( Error detecting and error correcting codes ) 中 





个 概念 。 一 一 译 者 注 











总 觉得 自己 忽略 了 什么 该 注意 到 的 问题 。 
但 是 我 想 不 出 来 那 是 什么 。 
究 竞 是 什么 呢 ? 
米尔 嘉 不 紧 不 慢 地 继续 解释 :“ 的 确 ， 我 们 无 法 知道 当前 的 分 配方 式 
是 接近 了 还 是 远离 了 正确 的 分 配方 式 。 但 也 有 我 们 已 经 知道 的 事情 。 
通过 1 次 随机 选取 以 及 非 运算 ,使 分 配方 式 接近 正确 结果 的 概率 至 
少 为 村 
“通过 1 次 随机 选取 以 及 非 运算 ,使 分 配方 式 远 离 正 确 结果 的 概率 至 
多 为 言 
这 些 是 我 们 已 经 知道 的 尔 怎 么 了 ? ” 
米尔 圳 看 着 我 ， 泰 条 拉 看 着 我 ， 连 理 纱 也 在 看 着 我 。 
寻 为 我 正 奔 张 地 摇头 晃 脑 。 
“接近 、 概 率 、 远 离 、 概 率 …… 我 明白 了 ! ”我 说 。 
“你 想 说 的 是 一 一 ” 
“米尔 嘉 ， 稍 等 一 下 ! 在 这 里 ， 还 有 一 个 随机 漫步 ” 
这 时 我 “ 啊 ” 地 站 起 身 来 。 
“随机 漫步 中 还 有 一 个 隐藏 着 的 一 维 随机 漫步 ! ” 
看 对 着 我 突如其来 的 发 言 ， 米 尔 嘉 倒是 显得 很 冷静 。 
“ 没 错 ， 是 在 汉 明 距离 上 的 随机 漫步 。” 
米尔 嘉 就 好 像 预料 到 我 能 考虑 到 这 一 步 一 样 。 
Qz 在 信息 论 中 ， 汉 明 上 距离 表示 两 个 等 长 字符 串 在 对 应 位 置 上 不 同 字符 的 数目 ， 它 度 
量 了 以 替换 字符 的 方式 将 一 个 字符 串 变 换 成 另 一 个 字符 串 所 需 的 最 小 蔡 换 次 数 。 
1950 年 ， 美 国 数学 家 理 查 德 . 汉 明 (Richard Wesley Hamming ) 在 论文 《误差 








次 引入 这 
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9.4.4 另 一 个 随机 漫步 

“我 们 在 意 的 问题 是 分 配方 式 是 否 接近 了 正确 的 分 配方 式 。 米尔 嘉 
淡淡 地 说 ,，“ 既 然 如 此 ， 我 们 将 这 个 概念 具体 化 吧 ， 也 就 是 在 分 配方 式 的 
集合 中 加 入 “距离 ” 这 一 概念 。 

“加 入 距离 …… ” 泰 末 拉 复述 道 。 

“比较 两 个 分 配方 式 a 与 pb。 假如 变量 zl 在 a 中 为 真 ， 在 5b 中 为 假 ， 
我 们 就 称 zi 的 值 不 一 致 。 还 可 以 设 变 量 zz 在 a 和 5。 中 都 为 假 ， 此 时 我 
们 称 za 的 值 一 致 ……: 明白 了 吗 ， 徐 条 拉 ?” 

“也 就 是 说 ， 我 们 在 比较 两 个 分 配方 式 对 吧 ? 我 明白 。 

“ 当 两 个 分 配方 式 中 不 一 致 的 变量 个 数 很 多 时 ， 我 们 认为 两 个 分 配方 
式 距 离 很 远 ; 当 不 一 致 的 变量 个 数 很 少时 ， 我 们 认为 两 个 分 配方 式 距 离 
很 近 。 这 是 很 自然 的 思维 方式 。 为 了 定量 地 处 理 远 和 近 ， 我 们 将 两 个 分 


配方 式 的 距离 定义 为 “ 值 不 一 致 的 变量 的 个 数 '， 我 们 把 这 样 的 距离 称 作 
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汉 明 距离 。” 
“ 汉 明 距离 ……” 泰 条 拉 认 真 地 记 笔记 。 


























“比方 说 ， 下 面 两 个 分 配方 式 a 与 上 中 有 3 个 变量 不 一 致 ， 因 此 a 与 
b 的 距离 为 3。” 


















































分 配方 式 a (zl, x2, 23, 24) = ( 真 , 真 , 假 , 假 


分 配方 式 b (wi, wa, Way Wa) ( 假 ， 人 ys 















































“因为 3 个 变量 zl 、zs 、z4 的 值 不 一 致 对 吧 ?” 

“我 们 假设 存在 一 种 分 配方 式 满 足 给 定 的 逻辑 公式 ， 并 将 这 个 分 配方 
式 设 为 a*。 如 果 有 多 个 分 配方 式 满足 要 求 ， 就 随便 指定 一 个 为 a”。” 

“ 嗯 。 也 就 是 说 a” 是 正确 的 分 配方 式 中 的 一 个 对 吧 ?” 
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“那么 ， 我 要 出 题 了 。 什 么 情况 下 a 与 a 的 距离 等 
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“ 咖 ， 当 分 配方 式 a 与 分 配方 式 o 相同 时 ……: 二 者 的 距离 等 于 0。” 

“非常 好 。 与 此 同时 ， 分 配方 式 a 满足 逻辑 公式 。 

“ 嗯 ， 确 实 如 此 。” 

“下 一 题 。 什 么 情况 下 a 与 a” 的 距离 等 于 1?” 

“在 分 配方 式 a 中 变量 zl 错误 时 。” 

“ 啊 ， 不 好 意思 ， 我 弄 错 了 。 答 案 应 该 是 分 配方 式 a 中 只 有 一 个 变量 
是 错误 时 。 有 错误 的 变量 未 必 是 z1。” 

“非常 好 。 只 要 对 有 错误 的 变量 进行 非 运算 ， 还 辑 公式 就 可 以 被 满足 。 

“ 嗯 ， 我 明白。” 

“那么 ， 下 一 题 。 一 次 非 运算 能 使 距离 变化 多 少 呢 ?” 

“ 非 运 算 会 改变 一 个 变量 的 真 假 对 吧 …… 可 能 将 之 前 一 致 的 值 变 为 
不 一 致 ， 也 可 能 将 不 一 致 的 值 变 为 一 致 ， 非 运算 只 会 产生 这 两 种 结果 ， 
因此 ， 距 离 只 会 增加 1 或 是 减少 1 

“非常 好 。 每 进行 一 次 非 运算 ， 分 配方 式 都 会 发 生变 化 ， 结 果 只 可 能 
是 距离 a” 近 一 步 或 远 一 步 。” 
9.4.5 关注 循环 

“米尔 嘉 学 姐 …… 我 已 经 明白 了 距离 的 概念 ， 接 下 来 我 们 要 ……?” 

“ 接 下 来 我 们 要 定量 地 分 析 随 机 算法 RANDOM-WALK-3-SAT， 
证 明 它 比 2” 阶 的 暴力 算法 更 节省 时 间 。” 

“比如 ， 证 明 算法 的 运行 步 数 至 多 为 nlog n 阶 吗 ?” 

“ 泰 条 拉 ， 那 是 办 不 到 的 。 就 连 我 们 想 让 运行 步 数 为 n** 阶 都 是 奢望 
呀 。 现 阶段 我 们 的 目标 是 尽 可 能 减 小 2” 的 底 ， 也 就 是 2 的 部 分 。” 
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“这 、 这 样 啊 ……” 泰 人 条 拉 一 边 记 笔记 一 边 说 ,“ 但 是 ， 那 个 …… 我 
们 怎样 才能 定量 地 分 析 随 机 算法 呢 ?” 
“来 关注 循环 吧 。 进 行 3n 步 随机 漫步 为 1 轮 循环 。 
“ 咽 。 也 就 是 内 层 的 while 语句 吧 。” 



















































































W5: kl 
















































































W6: whilek < 3n do 
Wr7: if (分 配方 式 a 满 足 迎 辑 公 式 有 ) then 
We8: return“ 可 以 满足 ” 
Wo9: end-if 
W10: c (由 逻辑 公式 得 到 分 配方 式 a 不 满足 的 子 句 ) 
W11: 2 人 (从 子 句 中 随机 选取 变量 ) 
W12: a (对 分 配方 式 a 的 变量 xz 进行 非 运 算得 到 新 的 分 配方 式 》 
W13: kki+l 





W114: end-while 


3n 步 随机 漫步 (1 轮 循环 ) 

















“1 轮 循环 最 多 有 3n 步 ， 在 这 其 间 算法 能 找到 正确 的 分 配方 式 a* 的 
概率 至 少 为 多 少 呢 ? 我 们 想 评估 运行 1 轮 循 环 后 输出 “可 以 满足 ' 并 结束 
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的 概率 ， 也 就 是 想 评估 “循环 的 成 功 概率 ` 。 评 佑 这 个 概率 的 下 界 …… 泰 
条 拉 你 怎么 了 ?” 
泰 条 拉 突 然 举 起 手 。 奈 条 拉 很 少 在 讲解 途中 举 手 ， 真 是 稀奇 。 
“米尔 嘉 学 姐 ， 那 个 …… 我 感觉 我 们 的 话题 有 些 偏离 轨道 了 。 刚 刚 
我 们 还 想 评估 运行 步 数 ， 怎 么 就 变 成 要 评估 概率 了 呢 ?” 






























































并 那 我 们 先 来 讲解 这 个 问题 吧 。 外 层 循环 是 这 样 的 。 
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W2: rl1 

















W3: whiler< Rdo 
时 的 分 配方 式 》 

















W4: a 《随机 选取 拥有 nn 个 变 昌 
“3n 步 随 机 漫步 (1 轮 循环 


W15: rr++l1 
W16: end-while 
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“ 咽 ， 确 实 是 这 样 。 
可 满足 的 分 配方 式 时 这 个 算法 就 会 结束 ， 因 此 循环 的 成 功 概率 
越 高 ， 外 层 循 环 的 运行 次 数 就 会 越 少 。 因 此 ,评估 循 环 的 成 功 概 率 与 讨 
佑 运行 步 数 密 不 可 分 。” 
原来 如 此 ,我 明白 了 。 对 了 米尔 嘉 学 姐 ， 虽 说 有 些 跑 题 ," 泰 条 
拉 一 边 看 着 笔记 本 一 边 说 , “按理 说 算法 必须 要 有 明确 的 输出 ,可 是 
RANDOM-WALK-3-SAT 竟然 会 输出 “大 概 无 法 满足 。 

“随机 算法 的 椎 确 度 与 概率 息 乱 相关 。 米尔 带 回 答 ,“ 当 RANDOM- 
WALK-3-SAT 输出 “可 以 满足 "时, 算法 实际 的 结果 就 是 可 以 满足 。 
但 是 当 算法 输出 “大 概 无 法 满足 ” 时， 结果 却 可 能 为 可 以 满足 。 算 法 有 可 
能 看 漏 了 可 以 满足 的 分 配方 式 ， 因 此 在 这 里 通过 概率 进行 评估 就 显得 至 
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“要 评估 看 漏 了 的 概率 对 吧 ?” 
“ 没 错 ， 我 们 把 像 RANDOM-WALK-3-SAT 这 样 的 随机 算法 称 作 
单 侧 错 误 的 蒙特 卡 罗 算 法 。 它 的 特点 是 两 个 输出 中 有 一 方 100% 正确 ， 
男 一 方 有 一 定 概率 正确 。 如 果 想 提高 通过 RANDOM-WALK-3-SAT 
的 结果 为 正确 结果 的 概率 ， 只 需 增 加 循环 次 数 RR。 
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只 是 作为 提高 正确 率 的 代价 ， 算 法 的 运行 步 数 也 会 相应 提高 ， 因 此 我 们 
需要 判断 应 该 将 RR 增加 多 少 合适 
a 
恨 设 我 们 可 以 使 用 比 1 大 的 某 一 常数 M， 像 “循环 的 成 功 概率 “至 
少 为 不 "这 样 评估 循环 成 功 概率 的 下 界 。 接 下 来 , 我 们 设 循环 次 数 
且 =K. M?" 吧 。 也 就 是 “循环 的 成 功 概率 ' 的 倒数 的 KK 倍 。K 可 以 选择 
不 依赖 n 的 任意 常数 。” 
“这 样 做 有 什么 用 呢 …… 
“这 样 做 ， 我 们 便 可 以 评估 算法 看 漏 可 满足 的 分 配方 式 的 概率 ， 即 
玻 忽 概率 ” 的 上 界 。' 玻 忽 概 率 ' 与 “循环 的 失败 概率 ' 的 RR 次 方 相等 ， 
我 们 可 以 利用 “循环 的 失败 概率 …' 至 多 为 1- 不" 这 一 条 件 ， 像 下 面 这 
样 评 估 “ 玻 忽 概 率 ' 的 上 办 
疏忽 概率 = ea 
赤 ) 
三 :得 -—K 
-1 
= 云 
因为 常数 六 是 自己 选择 的 任意 常数 ， 所 以 我 们 可 以 使 用 一 个 自己 喜欢 的 
上 限 去 将 “ 琉 忽 概率 ' 限制 在 “至 多 为 去 ' 的 范围 内 。 
玻 忽 概率 < 去 
如 果 做 到 这 一 步 ， 指 数 爆 炸 就 会 成 为 我 们 的 朋友 。 只 要 稍稍 增加 ,去 
就 会 变 得 非常 小 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 把 “疏忽 概率 ”限制 在 很 小 的 范围 



































内 。 此 时 ,无论 天 为 何 值 ,循环 次 数 及 的 指数 函数 部 分 都 至 多 为 M" 阶 。 
“这 样 啊 …… 那么 我 们 把 “循环 的 成 功 概率 评估 为 “至 少 为 去” 就 
可 以 了 。 可 以 说 “在 1 轮 循环 期 间 内 ， 算 法 发 现 可 满足 的 分 配方 式 的 概 


“不 、 不 好 意思 。 计 算 中 途 突然 出 现 的 















































































































































下 一 -1 kK.M” 
(= 这 人 
为 什么 成 立 呢 ?” 
“只 需 想象 一 下 y = e” 的 图 像 就 能 明白 了 ”米尔 高 说 。 
Uk 
y= 
4 一 工 十 也 
O z 











“对 于 任意 的 实数 z，1 十 x < e” 始终 成 立 。 接 下 来 只 要 令 x = 一 霜 z 就 


可 以 了 。 








1 a 
me 


在 不 等 式 两 边 同 时 取 乘 需 开 . M”"。 因 为 不 等 号 的 两 边缘 为 正 数 ， 所 以 不 
ZIR 
























































AS 中- 个 -| 一 
等 号 方向 不 变 。 
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我 们 刚才 就 是 一 口气 完成 了 以 上 这 些 计算 。 




















“放学 时 间 到 了 。” 图书 管理 员 瑞 谷 老师 宣布 。 
今天 在 图 书 室 的 一 段 美好 时 光 又 画 上 了 句号 。 
































9.5 家 


9.5.1 幸运 的 评估 
现在 是 晚上 ,我 独自 一 人 在 自己 的 房间 里 学 习 。 和 米尔 嘉 还 有 泰 条 
拉 一 起 研究 数学 固然 开心 ， 但 自己 独自 研究 数学 的 时 间 也 是 必 不 可 少 的 。 

针对 米尔 嘉 讲 解 的 随机 算法 ,我 与 自己 开始 了 对 话 。 













































































































































































W5: 下 入 工 































































































W6: while k < 3n do 
Wr7: if (分 配方 式 a 满 足 逻 辑 公式 f) then 
We8: return“ 可 以 满足 ” 
Wo9: end-if 
WI10: c (由 逻辑 公式 得 到 分 配方 式 a 不 满足 的 子 句 ) 
W11: 2 (从 子 句 中 随机 选取 变量 》 
W12: a 《对 分 配方 式 a 的 变量 xz 进行 非 运算 得 到 新 的 分 配方 式 ) 
W13: kki+l 


W114: end-while 


3n 步 随机 漫步 (1 轮 循环 ) 


自问 : 我 想 求 什么 ? 

自 答 : 循环 的 成 功 概率 ， 也 就 是 想 评 估 在 3mn 步 随机 漫步 中 输出 “可 
以 满足 ”的 概率 的 下 界 。 

自问 : 我 现在 知道 什么 条 件 ? 

自 答 : 从 不 可 满足 子 句 c 中 随机 选取 一 个 变量 进行 非 运算 时 ， 算 法 
接近 正确 的 分 配方 式 a” 的 概率 至 少 为 言 。 












































































































































esss 我 立刻 察觉 到 了 。 
这 就 是 在 抛 硬 币 啊 。 也 就 是 说 ， 我 是 在 反复 抛 

















* 出 现 正 面 的 概率 至 少 为 言 
* 出 现 反 面 的 概率 至 多 为 号 



















































































当 出 现 正面 时 算法 就 离 目 的 地 靠 进 1 步 ， 每 当 
现 反面 时 就 远离 1 步 …… 它 就 是 这 样 一 个 随机 漫步。 
晶 是 ， 我 并 不 清楚 最 初 的 分 配方 式 a 与 正确 的 分 配方 式 a* 的 距离 
(不 一 致 的 变量 的 个 数 )。 因 为 开始 循环 时 的 分 配方 式 a 是 随机 决定 的 ， 
所 以 我 完全 不 清楚 a 与 a* 的 距离。 

ee 不 ， 我 知道 概率 ! 
e 示 开始 循环 时 a 与 a* 的 距离 为 m 的 概率 吧 。 就 像 这 相 











LL 

















































































































































































































tT 


























p(m) = 随机 选取 的 a 与 a 的 距离 等 于 m 的 概率 








我 能 求 出 p(m) 吗 ? 

咽 ， 求 p(m) 很 轻松 。 

分 配方 式 中 有 nn 个 变量 ,随机 选取 分 配方 式 意味 着 随机 决定 n 个 变 
量 的 真 假 。“ 所 有 的 情况 数 ” 有 2” 种，“n 个 变量 中 有 mm 个 变量 一 致 的 


情况 数 ” 等 于 从 n 个 元 素 中 选取 m 个 元 素 的 组 合 数 ， 就 等 于 (总)。 因 为 
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所 有 组 合 等 可 能 出 现 ， 所 以 概率 如 下 。 









































到 




















_ n 个 变量 中 有 mm 个 变量 一 致 的 情况 数 _ (有 ) _ 1 /mn 
折 有 的 情况 数 2 
















































































很 好 。 话 说 回来 ， 我 是 想 从 下 方 评估 循环 成 功 概率 的 下 界 ， 想 求 出 
循环 成 功 的 概率 至 少 为 多 少 那么 ， 我 就 把 求 最 笠 运 的 情况 的 概率 作 
为 目标 吧 。 
设 最 开始 的 距离 为 m， 那么 什么 情况 下 最 幸运 呢 ? 这 很 简单 ， 当 我 
们 随机 选取 变量 进行 非 运算 时 ， 每 一 次 非 运算 都 能 命中 不 一 致 的 变量 的 
情况 就 是 最 地 运 的 情况 。 
设 最 开始 的 分 配方 式 中 有 m 个 变量 不 一 致 ， 也 就 是 距离 为 m。 接 下 
来 只 要 连续 m 次 接近 o ， 距 离 就 会 变 成 0， 就 等 于 正确 的 分 配方 式 。 最 
押运 的 情况 就 是 随机 漫步 笔直 冲 向 终点 。 这 样 我 就 可 以 着 手 计算 了 。 

也 就 是 “距离 连续 减少 mm 次 的 概率 ” 设 为 gq(m)。 
因为 某 一 次 距离 减少 的 概率 至 少 为 过， 所 以 


































































































































































































































































































































































































成 立 。 
通过 上 述 计算 得 知 以 下 式 子 成 立 。 























p(m) = ”初始 距离 为 m 的 概率 ”== 过 () 


2 Vy 
m 








q(m) = 距离 连续 减少 m 次 的 概率 之 9) 









































该 如 何人 处 理 m 呢 …… 让 我 稍稍 具体 思考 一 下 吧 。 




















m 可 能 是 0， 此 时 分 配方 式 a 满足 逻辑 公式 f。m 可 能 是 1， 此 时 
立 该 有 一 个 不 一 致 的 变量 。m 还 可 能 是 2， 可 能 是 3…… 可 能 是 n。m 
直 为 0, 1, 2,.…,n 中 的 某 一 个 。 如 此 一 来 ， 便 不 会 遗漏 也 不 会 重复 。 
啊 ! 我 明白 了 ! m 可 能 为 0,1,2,:…,n, 一 共有 nn 十 1 种 情况 ， 它 
门 包含 了 开始 循环 时 的 所 有 状态 。 这 些 状 态 事件 全 部 互 斥 。 也 就 是 
说 ， 我 只 要 计算 每 一 个 m 值 所 对 应 的 循环 的 成 功 概率 ， 再 把 得 到 概率 相 
加 就 可 以 了 。 这 样 便 可 以 不 受 mm 值 的 影响 求 得 最 幸运 的 情况 下 “循环 的 
成 功 概率 ”。 
当 m 值 确定 时 的 循环 的 成 功 概率 为 “初始 距离 为 m 的 概率 ”与 最 幸 
运 的 情况 “连续 进行 m 次 非 运算 的 概率 ”的 积 。 

也 就 是 说 ， 在 最 邓 运 的 情况 下 循环 的 成 功 概率 为 将 m= 0, 1,2,…， 
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的 结果 相 加 。 








循环 的 成 功 概率 

> 最 幸运 的 情况 下 循环 的 成 功 概率 

= p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(2)9(2) + p(3)q(3) + + p(n)g(n) 
-一 一 一 A Ns No Ne 


m 二 0 的 情况 ”mm = 1 的 情况 ”m = 2 的 情况 ”m = 3 的 情况 m 二 n 的 情况 























= 2 Pp(m)a(m) 
> > 去 (") 人) pe ,a > 的" 


嗯 ， 至 此 ， 我 完成 了 对 下 界 的 评估 ! 









































坚强 、 正 直 、 美 丽 
pe La 
循环 的 成 功 概率 之 二 ( )(9 
7 一 0 3 
接 下 来 我 要 观察 不 等 式 的 右边 能 和 否 化 简 。 





问题 9-2 (化 简 和 式 ) 
化 简 下 面 的 和 式 。 














































































































逻辑 的 话题 很 有 趣 ， 随 机 漫步 的 话题 也 很 有 趣 ， 但 我 认为 最 有 趣 的 
话题 还 是 数学 公式 。 只 要 把 研究 对 象 落实 到 数学 公式 上， 我 就 能 清楚 地 
了 解 它 。 现 在 的 研究 对 象 是 














?70 一 0 





这 个 数学 公式 。 





































































































那么 我 能 将 它 化 简 为 更 简 自 





















































和 的 式 子 吗 ? 
首先 是 按部就班 地 计算 ， 因 为 去 中 没有 变量 内， 所 以 可 以 把 它 提 到 
》 的 外 面 。 
1 /mn 1 人 1 这 n 1 说 
3 Sm 
式 子 中 有 (有 如) 与 ()” 的 积 , 还 有 关 
的 形式 啊 …… 


























于 m 的 和 ， 也 就 是 “乘积 和 ” 
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能 意识 到 “乘积 和 ” 真 开心 。 









































泰 条 拉 总 是 直率 地 学 习 、 直 率 地 说 话 。 她 总 是 很 尊敬 号 为 学 长 的 我 ， 学 习 
我 讲解 的 知识 时 也 十 分 用 心 。 
































































































































是 啊 ， 她 不 太 擅 长 应 对 变量 太 多 的 式 子 。 像 二 项 式 定 理 …… 二 项 式 定 理 ? 























(r+)"= >， (") z”“y” (二 项 式 定 理 ) 


























就 是 这 个 ! 利用 二 项 式 定理 ， 令 z = 1,y = 于 ， 就 可 以 化 简 我 的 式 子 了 ! 


二 二 半生 


(二 项 式 定理 ) 












































完成 了 ! 式 子 变 得 非常 简单 。 




















> | 


"的 评估 结果 
































说 ， 当 变量 个 数 为 n 时 ,“ 循 环 的 成 功 概率 








如 下 。 


循环 的 成 功 概率 > G3) 


9.5.3 次 数 的 评估 
好 了 ! 
循环 的 成 功 概 率 变 成 了 “至 少 为 (3) ”这 样 的 形式 。 接 下 来 ， 试 着 将 
去 ， 我 就 求 出 了 M 为 总 的 


它 代 入 米尔 嘉 说 的 “至 少 为 去 ”这 个 形式 中 去 
， 循 环 数 R= K . M" 的 指数 函数 部 分 如 下 所 示 。 













































































倒数 ， 也 就 是 坪 。 因 上 出 





E 复 次 数 2” 的 底 为 2。 














dl 
l 








用 暴力 算法 时 ， 








HH 
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而 我 将 随机 算法 RANDOM-WALK-3-SAT 的 循环 数 的 指数 函数 
部 分 评估 为 1.5"。 
2 守 1 .55 






































真 的 变 小 了 ! 
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9.6.1 独立 与 互 斥 
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拉 、 米 尔 嘉 ， 还 
向 我 的 数学 伙 介 
成 1.5 了 啊 ! ” 
首 手 说 。 


将 随机 漫步 算法 
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默 的 至 
解 昨 上 晚 的 成 呈 














的 指数 函数 的 底数 


9.6 


纱 ， 我 们 一 如 既往 地 聚集 在 
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说 道 。 我 没 看 米尔 嘉 ] 
































项 式 定 理 









































面 对 像 2 
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阶 的 步 数 
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就 做 出 来 了 。” 





力 算法 的 调查 





可 
百 分 


Ee 


由 2 缩小 到 
读 过 的 论文 就 完成 了 算法 的 订 
EB 后 ， 很 颁 


pp 
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1.5 了 。” 我 
， 这 可 真 让 
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方法 不 同 ， 随 








之 百 地 找到 了 
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的 分 配方 式 。 
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阿 。” 














SS 
自 











“因为 每 次 抛 硬币 都 相 
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F 相 互 独立 表示 , A 和 B 之 间 不 会 互相 影响 。 
Pr(4) 与 Pr(B) 的 积 
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Pr(ANMB)= Pr(A) x Pr(B) 











“相互 儿 





斥 不 同 吧 ?” 


R 立 啊 








“不 同 。 














年 反复 抛 硬币 就 会 容 
EE 并 啊 。” 米 


和 尔 


《 习 
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” 泰 末 拉 一 边 记 笔记 一 边 说 , “相互 独 





F 互 斥 指 的 是 ， 
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有 件 A、B 相 互 独 


少 要 试 试 减 小 底数 





山川 


有 件 “A 
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牛 “A 或 B' 发 4 


E 的 概率 等 于 


拓 丽 
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Pr(4) 与 Pr(B) 的 和 。” 米 尔 圳 说 。 








Pr(AUB)=Pr(A) 十 Pr(B) (事件 4、B 互 斥 ) 


9.6.2 ”精确 的 评估 

“那么 ， 我 们 来 谈 谈论 文中 提 到 的 评估 吧 。 
“ 认 ? 难道 不 是 1.57 吗 ?” 泰 打 拉 问 。 
“论文 中 评估 地 更 加 精确 。” 米 尔 嘉 回答 。 

“精确 …… 坏 了 ! 要 用 到 斯 特 林 公式 响 ! ” 

“论文 中 会 用 到 斯 特 林 公式 。 但 是 在 分 析 随 机 漫步 时 ， 首 先 用 到 的 是 
我 们 已 经 熟知 的 武器 一 一 钢琴 问题 的 一 般 解 卫 。” 






































































































































































































































钢琴 问题 的 一 般 解 
旋律 不 使 用 比 开 始 音 低 的 音 ; 旋律 由 a 十 5 个 音 组 成 ; 每 个 音 都 与 
邻近 的 音 相连 ; 旋律 的 终止 音 只 比 开始 音 高 a 一 5 一 1 个 音阶 。 满足 这 


些 条 件 的 旋律 的 个 数 可 以 用 下 面 的 式 子 表示 。 
































































































































































































































下 面 我 们 来 精确 地 评估 RANDOM-WALK-3-SAT。 
假设 作为 随机 漫步 起 点 的 分 配方 式 与 一 个 正确 的 分 配方 式 w 距离 m 
步 。 我 们 接 下 来 开始 进行 随机 漫步 ， 当 距离 为 0 时 分 配方 式 满 足 逻 辑 公式 。 




























































































@ 在 概率 论 中 称 为 “选举 定理 ”。 
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昨天 晚上 你 只 是 在 “分 配方 式 从 距离 m 步 远 的 地 方 前 进 m 步 后 使 得 
距离 为 0” 这 种 最 幸运 的 情况 下 ， 评 估 了 循环 成 功 的 概率 。 

但 是 在 大 多 数 情况 下 ， 分 配方 式 在 距离 接近 0 的 过 程 中 会 随机 行走 。 
如 果 考 虑 这 种 随机 行走 的 路 径 个 数 ， 由 起 点 到 a” 的 路 径 就 会 增加 ， 循 环 
的 成 功 概 率 也 会 增加 ， 循 环 数 的 阶 会 降低 。 

我 们 可 以 像 这 样 思考 。 设 想 从 距离 为 m 前 进 至 距离 为 0 的 过 程 中 ， 
我 们 远离 a” 的 步 数 为 i。 为 了 补偿 远离 的 i 步 ， 我 们 必须 在 某 些 地 方 与 
a” 靠近 i 步 。 再 加 上 从 m 至 0 本 来 就 需要 走 的 m 步 ， 从 起 点 到 达 a 一 
共 需 要 前 进 m 十 2i 步 。 

让 我 们 无 视 i 超过 m 时 的 路 径 吧 ， 也 就 是 认为 当 i 超 过 m 时 , 分配 
方式 无 法 到 达 ao 。 

观察 下 面 两 个 图 像 。 
距离 


入 


















































































































































































































































左边 的 图 像 表示 : 对 应 前 进 的 步 数 “分 配方 式 与 a* 的 距离 是 怎样 变 
化 的 "。 右 边 的 图 像 表示 : 在 钢琴 问题 中 “音程 是 怎样 变化 的 "。 并 排比 
较 两 个 图 像 就 会 发 现 ， 随 机 温 步 的 一 条 路 径 与 钢琴 问题 的 一 段 旋律 一 一 
对 应 ， 它 们 恰好 是 左右 反 转 的 图 像 。 

在 钢琴 问题 的 一 般 解 中 ， 结 束 音 只 比 开始 音 高 a 一 6 一 1 个 音阶 。 可 
以 用 以 下 式 子 来 表示 当 有 a 十 b 个 音 时 旋律 的 个 数 。 
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将 它 应 用 在 随机 漫步 
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解 这 个 联 立 方程 式 , 得 (a,5) = (m 十 i,i)。 由 此 我 们 得 出 随机 漫步 的 路 
































a—b/at+b\) a—-b/at+b ee sb 
we wy 
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十 |3 
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SS 























这 就 是 “从 距离 为 m 前 进 至 距离 为 0 的 过 程 中 ,与 a 的 昌 





名 为 i 步 的 路 





[HT 
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然后 我 们 来 计算 循环 的 成 功 概率 吧 。 
我 们 可 以 用 P(m, i) 表示 “从 距离 为 m 的 某 处 向 a* 前 进 的 过 程 中 ， 
与 a* 的 距离 达到 i 步 后 ， 最 终 到 达 ur 的 概率 。” 我 们 来 试 着 评估 它 ， 也 
就 是 思考 反复 抛 m 十 2i 次 硬币 ,其 中 出 现 i 次 正面 的 情况 。 如 果 硬 币 出 
现 正 面 就 远离 a*， 出 现 反面 就 靠近 a”。 因 为 硬币 出 现 正面 的 概率 至 多 为 
鱼 ， 出 现 反面 的 概率 至 少 为 二 ， 所 以 我 们 可 以 评估 P(m, i) 如 下 所 示 。 


Ho2iN /oN TAN 
mm mm 2 
ee 2\ /1 

— A 


路 径 数 远离 步 数 。 接近 步 数 
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在 这 个 评估 里 ， 和 忽略 了 远离 步 数 i 大 于 m 时 的 路 径 。 
刚才 我 们 已 经 评估 了 P(m,i) 的 下 界 。 现 在 我 们 用 Q(m) 表示 任意 






































远离 步 数 下 “从 距离 为 m 的 某 处 到 达 ao 的 概率 ”, 来 评估 Q(m) 的 下 
界 。 只 要 在 i 的 取 值 范围 0<ig< m 内 ,对 P(m,) 求 和 就 可 以 了 。 

































































Q(m) = 》 Pr 
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利用 i 的 最 大 值 为 m 这 一 条 件 ， 可 以 评估 wa、B8、7Y 的 下 界 。 





















































利用 a、8、7 继 续 评 估 @(m) 的 下 界 。 


m ' . 
m m+ 27 2 1 
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m . m 2m 
> ("1 (3) (3) 利用 “i 的 最 大 值 为 m” 这 一 条 件 


不 含 i 的 式 子 提 到 >) 的 外 边 
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一 项 比较 ， 就 能 做 出 以 下 不 等 式 。 
bs | We _ (™) 
> 2 7 ?7 


利用 这 个 式 子 继续 订 














把 和 式 与 它 的 最 

































































式 来 记 
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让 我 们 按 乘 方 的 
现在 该 传家宝 刀 一 一 斯 特 林 公 




















9.6.3 斯 特 林 公式 
米尔 嘉 一 边 “ 授 课 ”， 一 边 不 停 地 在 我 的 笔记 本 上 写 下 式 子 。 





OO 四 oO 


























评估 nl! 时 ， 我 们 经 常会 用 到 斯 特 林 公 式 。 

















一 项 非 负 ， 所 以 这 个 和 式 的 值 一 定 大 于 等 于 它 的 某 一 





@ 因为 和 式 沁 部 ("2 的 每 
项 的 值 。 一 一 译 者 注 
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斯 特 林 公式 
n 足够 大 时 , nl 与 V2nn (2) 近似 ， 可 以 如 下 表示 。 











nt ~ Van (2)" 














nn 地 co 时 ， 这 个 式 子 左右 两 边 的 比值 的 极限 等 于 1， 可 以 如 下 表示 。 






































接 下 来 ， 
(六 ) 可 



































































































































我 们 使 用 不 等 式 (U) 与 (L) 来 评估 (?) 的 下 界 吧 。 根 据 定 义 ， 

















以 表示 为 阶乘 的 形式 。 








为 了 





要 把 分 母 























发 现 规律 ,我 们 把 m 写作 lm。 因 为 要 评估 (3 ) 的 下 界 ， 所 以 







































































式 (U) 局 









































评估 得 大 一 些 ， 把 分 子 评估 得 小 一 些 。 也 就 是 说 ， 我 们 要 用 不 等 

















佑 (lma)! 和 (2m)! 的 上 界 ， 用 不 等 式 (L) 评 人 








(3m)! 的 下 界 。 
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二 站 (U) 得 
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> 评估 二 S95 中 分 母 的 上 界 。 


(1m)!(2m)! 
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> 评估 十 S95 中 分 子 的 下 界 。 
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= Vn: V3 .Vm :27 .mm .ee 3m 











这 样 ， 我 们 就 能 评估 (3 ) 的 下 界 了 。 
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当 m = 二 1,2,3,.…,n 时 ,利用 e- 束 >>e-3。 
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常数 乘 方 的 形式 
将 常数 部 分 归纳 为 C 
CC 一 V3 3 
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来 评估 ( 弘 ) 的 下 界 吧 。 





现在 ， 我 们 来 评估 @(m) 的 下 界 。 
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这 样 ， 我 们 就 可 以 评估 循环 的 成 功 概率 的 下 界 了 。 
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循环 的 成 功 概率 
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@ 本 行 及 之 后 的 五 行为 译 者 所 加 ， 用 于 替换 原 书 此 处 的 “> 》 而 ( 吕 ) :PS ( 拉 ”， 
因为 当 m = 0 时 ，Vv 克 不 能 做 分 母 。 一 译 者 注 

























































































这 样 ， 我 们 就 完成 了 对 循环 成 功 概率 下 界 的 评估 。 
特 环 的 成 功 概率 > -2 (3 
对 不 等 号 右边 取 倒 数 ， 得 到 
因此 ， 我 们 可 以 这 样 评估 循环 数 的 指数 函数 部 分 
三 忆 :3335 2 334" 


ee 























最 终 ， 我 们 评估 循环 数 的 指数 函数 部 





























E 佑 结果 1.5n 小 了 很 多 啊 。 








比 你 的 记 
至 此 ， 问 题 千 一 段落 。 








OQ iO oO 
































问题 告 一 段落 。 遵 循 论文 来 思考 也 很 有 趣 啊 。 


“至 此 ， 问 题 告 
”我 还 在 回味 刚才 的 问题 。 


“斯 特 林 公式 啊 …… 


Ey 























评估 “循环 数 的 指数 函 


坚强 、 正 直 、 美 丽 
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数 部 分 ” 下界 的 “旅行 地 图 ” 





假设 随机 漫步 的 起 点 距离 











E 确 的 分 配方 式 



































P(m,i) 之 


循环 的 成 功 概率 = 》、 





民 





钢琴 问题 求解 路 径 数 ， 并 将 求解 路 径 数 看 


| 


mm 70 十 22 
70 十 27 


评 舍 @(m 
人 


从 距离 m 的 某 处 到 达 ao 的 概率 ” 





路 径 数 


| aa (车) 




















从 距离 m 的 蘑 处 远离 i 步 后 到 达 ur 的 概率 " 





| me “循环 的 成 功 概率 ” 


| 评估 “循环 数 的 指数 函数 部 分 " 


< ( < L334" 


循环 数 的 指数 函数 部 分 


远 不 使 啊 ……: 


-1 
| 

















及 评估 各 个 因数 的 大 小 ; 





























防 慢 慢 地 说 ,“ 这 不 是 简 
评估 组 合 的 个 数 ; 
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下 界 ; 评估 循环 的 成 功 








率 与 失败 概率 ; 评估 随机 算法 





单 的 式 
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k= 


家 路 上 403 






































中 忽 的 概率 …… 运用 这 些 武器 不 仅 需要 掌握 与 数字 和 算式 相关 的 广泛 的 
知识 、 深 刻 的 感情 ， 还 需要 充沛 的 体力 。 
“是 啊 …… 哎呀 ， 快 到 瑞 谷 女 史 的 登场 时 间 了 。” 我 说 。 
“Bh 今天 要 不 要 试 着 做 点 不 同 以 往 的 有 趣 的 事情 呢 ?” 泰 条 拉 
说 着 露出 一 副 小 孩子 要 恶作剧 的 表情 。 
“不 同 以 往 的 有 趣 的 事情 ? ”米尔 融 问 。 
“就 是 啊 ……” 泰 休 拉 同 我 们 小 声 说 明 。 



























































































































































过 了 一 会 儿 ， 瑞 从 老师 从 管理 员 办 公 室 走 了 出 来 。 她 戴 着 深 色 了 眼镜， 
身 穿 套 袜 ， 走 着 和 往常 一 模 一 样 的 路 线 站 到 图 书 室 的 中 央 ， 正 当 她 要 开 
口 宣布 时 一 一 

“放学 时 间 到 了 ! 

我 们 异口同声 地 抢 在 老师 前 面 宣布 ， 连 理 纱 也 跟着 小 声 附和 。 

瑞 谷 女 史 不 为 所 动 地 继续 宣布 。 

“放学 时 间 到 了 。” 


























































































































9.7 回 家 路 上 


奥林匹克 
我 们 沿 着 熟悉 的 小 路 走向 车 站 ， 重 复 每 日 的 路 线 。 我 们 的 脚步 也 是 
随机 漫步 吗 ? 在 不 断 行走 的 过 程 中 ， 我 们 会 到 达 什 么 特别 的 地 方 吗 ? 
“话说 回来 为 什么 内 层 的 循环 是 3n 次 呢 ?” 泰 条 拉 问 ,，“ 为 什么 这 里 
出 现 了 3n 这 个 特别 的 值 呢 ?” 
“评估 算法 时 , 我们 讨论 了 “远离 i 步 ' 这 种 情况 ， 当 时 的 步 数 为 
m 十 2i， 因 为 i 的 最 大 值 为 m，m 的 最 大 值 为 %n， 所 以 为 了 使 我 们 即便 
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远离 i 步 后 仍 能 到 达 a”， 至 少 需 要 m 十 2i < n 十 2n = 3n 次 循环 。 

“ 啊 ， 是 因为 这 个 啊 ! 有 关内 层 循环 我 还 有 一 个 问题 。 刚 才 我 们 
在 评估 外 层 的 循环 次 数 ， 但 是 用 文字 表示 的 步骤 不 也 是 要 花费 时 间 处 理 
的 吗 ? 比方 说 ,“ 随 机 选取 ”个 变量 的 分 配方 式 ” 这 一 流程 ……” 

“的 确 会 花费 时 间 ， 但 是 这 些 所 花费 的 时 间 都 为 多 项 式 阶 …… 至 少 
我 们 假设 花费 的 时 间 都 为 多 项 式 阶 。 比 方 说 ，“ 随 机 选取 n 个 变量 的 分 
配方 式 ' 就 是 对 n 个 变量 进行 赋值 ， 因 此 运行 步 数 为 O(n)。 又 比如 ， 调 
查 “ 分 配方 式 a 是 否 满足 逻辑 公式 f” 的 流程 ， 它 的 运行 步 数 至 多 为 子 句 
的 个 数 阶 ， 如 果 不 允许 同一 子 句 反复 出 现 ， 那 么 子 句 的 个 数 可 以 被 变量 
的 个 数 的 多 项 式 倍 阶 限 制 住 。 因 此 这 不 是 问题 。” 








































































































> 


























































































































































































































“原来 是 这 样 啊 …… 总 觉得 ， 就 像 奥林匹克 一 样 ! ” 泰 洒 拉 说 。 
“什么 像 奥 林 匹 元 ? ”我 问 。 









































“我 在 说 3-SAT 哦 。 因 为 人 们 在 比赛 谁 更 能 降低 阶 数 。 就 好 像 大 家 

在 挑战 100 m 短跑 的 世界 纪录 一 样 …… 这 不 像 奥 林 匹 克 吗 ?” 

“历史 上 就 有 过 比拼 谁 最 先 证 明 费 马 大 定理 的 竞争 呀 。 

“ 啊 ， 说 得 对 啊 。” 
“一 位 学 者 创造 出 阶 数 更 小 的 算法 ， 分 析 它 ， 写 论文 。 米尔 需 说 ， 

“其 他 学 者 读 论文 ， 将 算法 改良 ,再 写 出 论文 。 人 类 的 智 意 就 是 这 样 前 


的 。 我 读 到 的 论文 A Probabilistic Algorithm for k-SAT and 




























































































































































































































































































Constraint Satisfaction Problem, sl28] 马 韦 ' 舍 宁 于 1999 年 完成 。 
论文 发 表 时 3-SAT 的 世界 纪录 是 1.334”。” 

“这 样 啊 ， 论 文 是 用 英语 写 的 吧 ?” 

“当然 ， 不 用 英语 写 就 无 法 传达 给 世界 。 米尔 嘉 说 。 
网 范 正 确 地 写 下 有 传达 价值 的 事情 这 就 是 论文 的 本 质 对 吧 ?” 





























































































































































































































9.8 家 
逻辑 
“可 满足 性 问题 啊 ……” 尤 里 说 。 
一 如 既往 的 周末 ， 一 如 既往 地 和 尤 里 待 在 我 的 房间 ， 一 如 既往 地 进 














行 着 对 话 。 





















































不 对 ， 她 给 我 的 感觉 与 往常 有 些 不 同 。 
“ 尤 里 …… 这 条 维 带 是 ?” 
“ 族 …… 哥哥 你 注意 到 了 ?” 
“注意 到 了 。 真 是 条 漂亮 的 织带 一 你 戴 着 真 好 看 。” 













































































“谢谢 ~ ” 尤 里 笑 上 国 国 地 说 ,“ 研 究 问题 的 难度 真有 趣 啊 ， 我 们 不 仅 
可 以 解答 问题 ， 还 可 以 把 创造 解 题 的 算法 当 作 问题 。 这 就 是 问题 的 问题 
了 呀 。” 

“定量 地 评估 是 非常 重要 的 ， 这 时 候 就 要 不 等 式 大 显 身 手 了 。” 

“ 哦 …… 逻辑 的 话题 会 转化 为 不 等 式 的 话题 啊 。” 

“数学 中 的 各 个 要 素 是 紧密 相连 的 呀 。 

“计算 机 好 像 也 非常 有 趣 啊 。 

“是 啊 。 我 们 在 图 书 室 交 谈 时 ， 理 纱 还 会 帮忙 呢 。 

“ 理 纱 ?” 尤 里 一 脸 怀 疑 ,“ 理 纱 是 谁 呀 ! 女孩 子 吗 ?” 

“ 嗯 。 她 有 着 火红 的 头发 ， 擅 长 计算 机 ， 现 在 正 读 高 一 。” 

这 时 ， 尤 里 停 下 来 若 有 所 思 。 

“她 是 能 理解 “ 斐 波 那 契 手 势 的 人 吗 ?” 

“ 咖 ， 她 能 理解 哦 , ”我 说 ,“ 虽 说 她 理解 的 是 二 进 制 的 斐 波 那 契 手势 。 
里 纱 是 双 仓 图 书馆 双 仓 博士 家 的 孩子 。 对 了 ， 正 好 这 次 在 双 仓 图 书 
一 个 会 议 。” 


我 把 从 理 纱 那里 拿 到 的 宣传 单 给 尤 里 看 ， 讲 了 讲 会 议 相关 的 事情 ， 
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告诉 她 这 是 计算 机 科学 方向 的 小 型 国际 会 议 ， 其 中 还 有 面向 中 学 生 的 下 
讨 会 

“ 啊 ! 米尔 嘉 大 人 是 讲师 吗 ?” 

“不 是 ， 泰 淋 拉 代替 米尔 嘉 作 报告 。 


“遗憾 啊 …… 咽 ? 面向 中 学 生 ? 啊 ,， 对 了!” 
































































































































在 计算 机 科学 的 所 有 不 可 解 问题 中 ， 

最 著名 的 问题 就 是 

寻求 有 效 的 方法 来 判定 

某 个 布尔 函数 是 可 满足 的 还 是 不 可 满足 的 。 
当 你 第 一 次 听 到 这 个 问题 的 陈述 时 ， 

或 许 禁不住 接着 对 自己 提出 这 样 一 个 问题 
“有 这 种 事 吗 ? 

你 们 真 的 以 为 计算 机 科学 家 们 仍然 没有 找到 
解决 这 样 一 个 简单 问题 的 方法 吗 ?” 

一 一 高 德 纳 [2 
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有 帮手 和 工具 时 可 以 轻易 完成 的 活 儿 ， 
如 果 是 我 独自 空手 干 ， 
就 得 花费 大 量 的 体力 和 过 分 多 的 时 间 。 


一 一 《和 鲁 滨 进 漂流 记 》 


10.1 休闲 餐厅 















































“……" 理 纱 沉默 不 语 。 


我 们 正 聚 集 在 车 站 附近 的 休闲 餐厅 ， 外 面 下 痢 雨 。 天 色 已 近 黄 昏 ， 


有 有 理 纱 一 起 来 吃 晚餐 。 
长 拉 出 主意 到 现在 。 没 错 ， 我 们 在 为 两 周 
过 后 在 双 仓 图 书馆 举行 的 会 议 报告 做 准备 。 作 为 面向 中 学 生 的 提 


i 
条 拉 选 择 的 题材 是 算法 。 她 努力 整理 好 了 报告 的 内 容 ， 虽说 这 是 件 好 
事 …… 但 她 整理 出 的 内 容 


真是 不 少 ， 整 整 一 本 笔记 本 上 都 写 满 了 大 





























































































































































































































































































































































































































没 办 法 讲 那 么 多 啊 。 已 经 累 得 不 行 的 我 一 边 吃 着 意大利 面 一 边 宫 
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不 留情 地 说 。 

“但 是 ， 无 论 如 何 我 都 想 把 全 部 内 容 包 含 进来 。 要 是 不 一 步 一 步 讲 解 
的 话 ， 听 众 很 难 理解 啊 。” 泰 条 拉 一 边 稚 开 蛋 包 饭 一 边 说 。 

可 是 报告 时 间 会 完全 不 够 吧 。” 
“能 不 能 增加 报告 时 间 呢 ?” 泰 从 拉 说 着 看 向 旁边 的 理 纱 。 


“办 不 到 。” 理 纱 一 边 喝 着 冰 红 茶 一 边 说 。 想 必 在 秘书 处 帮忙 的 她 知 
































































































































































































































要 是 不 按部就班 地 讲解 ， 听 众 会 迷路 的 啊 。 

怎么 讲解 ， 如 果 不 能 让 听众 听 明 白 就 相当 于 白 讲 了 。” 
“所 以 我 才 认 真 的 准备 稿子 啊 …… . 

“自我 满足 。 理 纱 说 。 


我 和 泰 洒 拉 看 向 理 纱 。 理 纱 面 无 表情 地 含 着 吸管 。 自 我 满足 …… 这 








































































































































































































































































































“我 、 我 只 是 想 认真 讲解 而 已 ” 泰 条 拉 对 理 纱 说 ,“ 因 为 我 不 想 在 报 
告 结束 后 听 到 “果然 我 还 是 听 不 懂 啊 ' 这 样 的 话 。” 



































































































































































































































应 考生 ， 理 纱 指 的 是 我 吧 。 


















































想 做 好 准备 啊 。” 
“我 们 还 是 来 谈 点 现实 的 吧 。” 我 站 出 来 调停 ,“ 实 际 上 ， 我 们 既 没 有 
充足 的 作 报告 时 间 ， 也 没有 做 充分 准备 的 时 间 。 所 以 ,我们 不 如 把 排序 








































































































“好 ……” 泰 条 拉 不 甘心 地 回答 。 
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“比如 ， 你 可 以 先 讲解 冒 泡 排 序 ， 再 加 上 一 个 有 代表 性 的 排序 ……” 
“快速 排序 。” 理 纱 说 。 
“就 是 那个 ! 我 还 从 村 木 老 师 那 里 拿 到 了 卡片 ! ” 
泰 打 拉 打开 包 。 
“不 好 意思 。 我 说 ,“ 今 天 我 已 经 筋疲力尽 了 ， 如 果 现 在 看 卡片 ， 心 

里 难免 会 恼 记 着 它 ， 让 我 们 明天 ， 啊 不 ， 后 天 放学 再 继续 吧 。” 

“真是 不 好 意思 。” 泰 条 拉 说 。 

理 纱 什么 都 没 说 ， 只 是 一 直 玩 弄 着 自己 的 红 发 。 
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天 后 的 午 体 时间， 我 和 米尔 嘉 在 教室 里 交谈 。 
a 泰 条 拉 真 的 是 干劲 十 足 。” 我 说 。 
虽 。 米尔 需 说 着 咬 了 一 口 威 化 饼干,“ 理 纱 呢 ?” 

理 纱 ?” 咽 “ee 她 虽然 嘴 上 有 毫 不 留情 ， 但 是 她 说 等 泰 条 拉 总 结 好 内 


容 后 ， 会 帮 泰 条 拉 准 备 报告 要 用 到 的 材料 。” 


















































































































































































































































































































































“是 啊 ， 看 起 来 不 像 高 一 的 学 生 呢 。 

“我 说 的 可 不 是 能 力 上 的 问题 …… 你 要 去 参加 会 议 吗 ? ”米尔 嘉 问 。 

“去 双 仓 图 书馆 ? 嗯 ， 当 然 要 去 呀 ， 我 还 打算 邀请 尤 里 。 米 尔 嘉 你 不 
在 日 本 对 吧 ?” 

“< 不在， 

“这 次 又 是 什么 事 ?” 
























































那 边 有 一 个 看 起 来 很 有 趣 的 数论 研讨 会 ， 我 打算 去 参加 。 我 待 上 一 


410 








第 10 章 ”随机 算法 






































周 就 回来 ， 日 期 刚好 是 会 议 的 后 一 天 。” 


10.2.2 








快速 排序 算法 


























放学 后 ， 我 来 到 































































































和 至 











“学 长 ! 请 听 我 i 


















































































































































纱 两 人 认真 地 准备 了 哦 1 
“真是 下 功夫 了 昵 ……” 我 说。 
“那么 ， 我 们 赶紧 从 输入 输出 开始 吧 。” 泰 条 拉 说 着 打开 笔记 本 。 
































那么 ,我 们 赶紧 从 输入 输出 开始 吧 。 


























































































































图 书 室 。 理 纱 与 泰 条 拉 已 经 在 图 书 室 里 等 着 我 了 。 


解 快速 排序 。 尽 管 有 些 地 方 我 还 不 太 明 和 白 ， 不 过 我 

















”快速 排序 算法 (输入 与 输出 ) | 
输入 
I . 数列 A={ A[1], 4[2], 4[3],…, AIn]}® 
， “一 排序 的 范围 工 与 
i / 
， 对 范围 A[ZL] 到 4[R] 进行 排序 后 的 数列 
快速 排序 会 像 下 面 那样 用 分 隔 开 的 箱子 表示 输入 的 数列 4， 然 后 对 
从 工 到 号 的 范围 内 的 元 素 进 行 排序 ， 范围 外 的 元 素 保持 不 变 。 如 果 想 对 
所 有 元 素 进行 排序 ， 我 们 可 以 设 工 =1, R=n。 
































@ 在 后 务 


























的 分 析 中 ， 假 设 数列 的 元 素 各 不 相同 。 
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外 L R Nn 
VY 
排序 的 范 轩 

快速 排序 的 流程 如 下 所 示 。 
， 快速 排序 算法 (流程 ) 
' Rl: procedure QUICKSORT(A,L,R) ' 
!' R2 if L<Rthen ' 
1 =: pL ' 
| 有 4: keL+i+l 
' Rs5: whilek<Rdo ' 
' R6: if A[k] < A[L] then ' 
1 BR7: Alp+1] A[A ' 
!' 及 8: pp+l1 | 
' R9: end-if ' 
' R10: kek+l ' 
R11: end-while ' 
' R12: A[L] © Alp] ' 
' R13: A QUICKSORT(A,L,p—1) | 
| R14: A QUICKSORT(A,p+1,R) | 
' R15 end-if ' 
' R16 return A ' 
' R17: end-procedure ' 

“ 咽 ,” 我 说 ，“ 二 表示 left ， 尽 表示 right 对 吧 ?” 

“Right。” 泰 条 拉 说 , “昨天 我 伦 了 一 整 天 的 时 间 ， 仔细 研究 了 这 个 
算法 。 理 纱 也 帮 了 我 很 多 忙 ,为 了 尽 可 能 不 占用 学 长 的 时 间 ， 我 把 它 整 
里 针 》 过 

泰 洒 拉 指 了 指 手边 的 一 操作 业 纸 。 
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“首先 ， 学 长 请 看 快速 排序 的 运行 示意 





网 

















OO 9 oO 



































输入 4={5， 1, Ts 2, 6, 4， 8， 3)， 





这 张 图 拉 述 了 向 QUICKSORT 
8 


时 算法 的 运行 过 程 。 
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快速 排序 算法 

















首先 ， 我们 选 出 一 个 名 为 枢纽 项 (pivot ) 的 元 素 ， 把 枢纽 项 作为 划分 
元 素 大 小 的 基准 值 。 在 QUICKSORT 中 ,我们 选择 最 左 端 的 元 素 作为 
枢纽 项 。 























































































































企图 中 ， 我 们 一 开始 选取 了 5 作为 枢纽 项 。 接 下 来 ,我 们 把 比 枢纽 
项 小 的 数 移动 到 枢纽 项 的 左边 ， 把 比 枢纽 项 大 的 数 移动 到 枢纽 项 的 右边 ， 
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把 枢纽 项 移动 到 分 界线 上 。 我 们 称 这 个 操作 为 “通过 枢纽 项 划分 数列 ”。 
在 图 中 表示 为 ，5 被 夹 在 数列 {3, 1, 2, 4} 与 {7, 8, 6} 之 间 。 
了 次 对 刚刚 划分 出 来 的 两 个 数列 进行 快速 排序 ， 我 们 把 这 个 操作 称 
为 “对 子 数列 排序 ”。 

快速 排序 


























































































































. 通过 枢纽 项 划分 数列 ( 行 R3 至 行 R12 ) 
. 对 子 数列 排序 ( 行 R13 至 行 R14 ) 





















































的 反复 运行 构成 。 下 面 我 会 按 顺序 说 明 这 两 个 操作 ! 











10.2.3 通过 枢纽 项 划分 数列 一 一 两 只 翅膀 
我 们 先进 行 “ 通 过 枢纽 项 划分 数列 ”。 


二 


设 闭 在 最 左 侧 的 箱子 A[L] 里 的 数 为 






































6 ?3 re 
三 ”来 表示 ， 
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NNS 




















项 ,在 

















说 上 
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[<I 
旺 
小 
TU 
挫 
























































在 比较 之 前 我 们 无 法 确定 枢纽 项 与 其 他 元 素 的 大 小 关系 ， 所 以 我 们 
“? ”来 表示 尚未 确定 的 大 小 关系 。 
变量 p 与 上 在 行 R3 和 行 R4 中 被 初始 化 ， 如 下 图 所 示 。 






















































































L R 
= ?7 ?1?1?1?1?|? 
































设 4[ 石 ] 的 值 为 枢纽 项 























行 R6 的 证 语句 ， 算 法 将 一 个 元 素 与 枢纽 项 进行 比较 。 
过 行 R5 至 行 R11 的 while 语句 ， 算 法 反复 运行 比较 操作 。 
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R5: while k<Rdo 


及 6: if A[k] < A[L] then 
及 7: 4[p 二 1 今 4[8] 
及 8: pp 二 1 
及 9: end-if 

R10: kki+l 


R1l: end-while 


国 A[2] < 枢纽 项 的 情况 


车 4[2] 小 于 枢纽 项 ， 算 法 将 运行 4 








Ik 


算法 从 行 R11 








R7 至 行 R10。 






































可 到 行 R5 时 ， 运 行 的 结果 如 下 所 示 。 
































因为 4[2] 的 值 为 1， 枢 纽 项 的 值 为 5， 所 以 可 以 确认 4[2] 的 值 “ 比 
枢纽 项 小 "。 我 们 用 “<” 表 示 选 取 的 元 素 比 枢纽 项 小 的 情况 。 
我 们 通过 行 R7 中 的 A[p 十 1] 全 A[k] 交换 元 素 。 因 为 当前 p 十 1=， 
所 以 我 们 进行 的 操作 为 交换 4[2] 与 A[2] 本 身 ， 该 操作 没有 任何 意义 ， 
但 是 当 p 十 1 承 时 ， 我们 进行 的 交换 就 有 了 划分 元 素 的 意义 。 






































































































































































































































图 A[2] > 枢纽 项 的 情况 
当 4[2] 大 于 等 于 枢纽 项 时 ，p 保持 不 变 ， 只 有 天 增加 。 


= 加 ;|，| ，| ?|，|， 
k 
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那么 ,在 满足 行 R5 的 条 件 k< R 的 情况 下 ,算法 会 不 断 重复 与 刚 
刚 相 同 的 操作 。 最 终 ， 算 法 会 根据 元 素 是 否 小 于 枢纽 项 从 而 把 元 素 划 分 
为 两 组 。 下 图 为 划分 过 程 中 的 状态 。 









































[< [< 国 国 国 7[: 


-人 一 一 全 Sp /人 
区 纽 项 小 于 枢纽 项 ”大 于 等 于 枢纽 项 。 未 确认 



































只 要 观察 上 图 ， 我 们 就 能 清晰 地 了 解 现在 的 划分 状况 。 



































小 于 枢纽 项 ”的 元 素 在 工 十 1 与 p 之 间 
“大 于 等 于 枢纽 项 ”的 元 素 在 p 十 1 与 上 一 1 之 间 
“未 确认 ”的 元 素 在 之 上 














































































































变量 p 指向 “小 于 枢纽 项 ”和 “大 于 等 于 枢纽 项 ”的 分 界线 ， 变 量 
指向 划分 元 素 的 最 前 线 。 


接着 ， 当 上 天 不 断 变 大 直到 大 冬 尽 不 成 立时 ，while 语句 结束 ， 循 环 



































及 3: pL 


及 4: kL+i+l 
及 5: while k< Rdo 
R11: end-while 


R12: A[L] © Alp] 





Hm 


循环 结束 后 我 们 来 到 行 R12， 一 般 来 说 ， 此 时 数列 的 状态 会 像 这 样 。 
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我 们 把 


在 这 个 状态 


随机 算法 




















L R 

也 k 
一 八 ~ J ~ a 
区 纽 项 小 于 枢纽 项 大 于 等 于 枢纽 项 











态 下 ， 算 法 在 行 R12 交换 4[Z] 与 4[p]。 








交换 




















小 于 枢纽 项 枢纽 项 大 于 等 于 枢纽 项 
“左边 的 翅膀 ” “右边 的 翅膀 ” 


“两 上 只 翅膀 ” 












































区 纽 项 左边 的 元 素 们 称 为 “左边 的 翅膀 ”， 把 枢纽 项 右边 的 元 


素 称 为 “右边 的 翅膀 ”。 
数列 被 枢纽 项 划分 为 “两 只 翅膀 ”1 





“左边 的 翅膀 ”= 小 于 枢纽 项 的 元 素 的 集合 


不 过 ， 
































区 



































“右边 的 翅膀 ”= 大 于 等 于 枢纽 项 的 元 素 的 集合 












































之 前 理 纱 告诉 我 ， 当 枢纽 项 在 数列 的 左 端 或 者 右 端 时 ， 会 有 





















































一 边 的 翅膀 





消失 。 
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p k 
RK = 和 和 一 一 _/ 
小 于 枢纽 项 大 于 等 于 枢纽 项 
“左边 的 翅膀 ” “右边 的 翅膀 ”消失 


当 枢 纽 项 来 到 右 端 时 “右边 的 翅膀 ”消失 











L 
人) R 
了 k 
和 ~ EE 
小 于 枢纽 项 大 于 等 于 枢 组 项 
“左边 的 二 膀 ” 消失 “看 边 的 和 及 " 


当 枢 纽 项 来 到 左 端 时 “左边 的 翅膀 ”消失 








以 上 就 是 关 了 























总 
纺 














项 划分 数列 ”的 讲解 。 














10.2.4 对 子 数列 排序 一 一 递归 

接 下 来 讲解 “对 子 数列 排序 ”。 
现在 我 们 的 面前 有 “左边 的 翅膀 ”和 “右边 的 翅膀 ”两 个 子 数 列 ， 接 
下 来 我 们 只 要 分 别 对 左边 和 右边 的 数列 再 进行 排序 就 可 以 了 。 如 此 一 来 ， 
我 们 就 能 够 完成 全 体 元 素 的 排序 了 。 


这 
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也 
<[<[<[< 目 国 国 国 
刀 一 省 yo | R 
pr J 
弦 涌 YY 
对 “右边 的 翅膀 ”排序 





对 “左边 的 翅膀 ”排序 


膀 ” 排 序 














1,“ 右 边 的 翅膀 ”的 范围 为 p 十 1 




















内 的 元 素 进行 排序 。 














分 别 对 “两 只 起 
“左边 的 翅膀 " 的 范围 为 工 至 p 
分 别 对 这 





至 RRR。 在 行 R13 与 行 R14 


R13: 
R14: 




















个 范围 


A QUICKSORT(A, L,p— 1) 
A QUICKSORT(A,p+1,R) 








来 定义 QUICKSORT 的 方法 称 作 
推 公式 

















































































































































































































像 这 样 利 用 QUICKSORT 本 
recursion 一 一 递归 。 这 也 是 理 纱 教 给 我 的 …… 它 与 数学 上 的 这 
有 些 相 似 。 

10.2.5 运行 步 数 的 分 析 
“原来 如 此 ， 真 有 趣 。 算 法 先 将 数列 划分 为 “左边 的 翅膀 : 与 “右边 
的 翅膀 ， 再 分 别 对 它们 进行 排序 。” 
“分 而 治之 。” 理 纱 说 。 
“我 们 可 不 仪 是 探究 了 快速 排序 的 运行 模式 哦 。” 泰 末 拉 说 , “在 分 析 
进展 !” 
微笑 ， 红 发 少女 无 言 地 点 头 。 








1 


I 蝶 





本 定 的 





运行 步 数 上 我 们 也 有 了 相当 的 ; 








于 习 








理 纱 露 








DJ 
起 




















泰 条 拉 ? 




















K 数 一 下 各 行 的 运行 次 数 。” 泰 条 拉 说 。 





FE， 我 们 





往 汕 一 档 





“和 
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py py 
Br | Br | tonsa 

R1: 1 1 procedure QUICKSORT(A,L, R) 

R2: 下 1 if L<Rthen 

R3: 0 1 pL 

R4: 0 下 kL+i+l 

R5: 0 RL+l1 while k < Rdo 

R6: 0 R—L if A[k] < A[L] then 

RT 0 WwW Alp+1]© A[k] 

R8: 0 WwW pp+1 

及 9 : 0 WwW end-if 
及 10 : 0 R—L kki+l 
R11: 0 R—L end-while 
R12: 0 1 A[L| © Alp] 
R13: 0 了 ietft A-QUICKSORT(A,L,p—1) 
R14: 0 Tright A+-QUICKSORT(A,p+1,R) 
R15: 0 1 end-if 
R16: 1 1 return A 
R17: 下 1 end-procedure 

流程 QUICKSORT 的 分 析 
企 运行 次 数 一 栏 中 ， 有 一 部 分 运行 次 数 是 由 变量 表示 的 。 










































































“ 刀 与 也 是 通过 输入 得 到 的 值 
“ 虽然 W 表示 在 行 R7 进行 交换 的 次 数 …… 不 过 因为 W 会 根据 输 

入 的 数列 产生 变化 …… 所 以 我 们 还 不 能 确定 W 的 值 
Tiert 是 对 “左边 的 翅膀 ”进行 排序 所 伦 费 的 运行 步 数 
:Tright 是 对 “右边 的 翅膀 ”进行 排序 所 化 费 的 运行 步 妆 





























































































































因为 Teft 与 Trigh 会 民 据 输入 发 生变 化 ， 所 以 我 还 不 太 清 楚 该 怎么 






































处 至 

















E 它 。 不 过 ， 我 可 以 先 讲解 我 们 已 经 研究 过 的 部 分 。 
设 “QUICKSORT 的 运行 步 数 (LL 至 RR) 为 

















To(R— 工 十 1) 
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则 有 如 下 等 式 : 











To(R—-L+1)=RI1+R2+R3+R4+R5+R6+R7+R8+R9 





十 R10 Rl1l 二 R12 十 R13 十 R14 二 R15++ R16 二 R17 
十 (RR L) t (R L) 1 十 Tlett 4 Tright | 1 











二 9 十 4R 4L t 3W + Teft t Tright 



































啊 ,， 只 有 当 工 < RR 时 上 面 的 式 子 才 成 立 。 当 LR 时 , 也 就 是 当 
R 一 工 十 1 二 0( 数 列 大 小 为 0 ) 或 及 一 工 十 1 二 1( 数 列 大 小 为 1 ) 时 ,， 算 
法 的 运行 步 数 如 下 所 示 。 





























To(0)=RI+R2+R16+R17=1+1+1+1= 
































To(1)=R1I+R2+R16+R17=1+1+1+1=4 


学 长 …… 我们 到 了 。 
这 个 式 子 就 是 我 和 理 纱 抵达 的 最 前 线 ! 





























泰 末 拉 和 理 纱 完成 的 快速 排序 算法 的 分 析 




















通过 QUICKSORT 算法 排序 从 工 至 RR 的 元 素 时 ,算法 的 运行 步 











数 为 





To(R— 工 十 1) 三 9 十 4R 4L | 3W t Teft | Tright 


























当 工 < 民 时 以 上 式 子 成 立 。 其 中 ，W、Tiert 、Tright 的 含义 如 下 。 
. W 表示 在 行 R7 进行 元 素 交 换 的 次 数 

" Tiett 表示 “左边 的 翅膀 ”的 运行 步 数 

:Tight 表示 “右边 的 翅膀 ”的 运行 步 数 
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10.2.6 分 情况 讨论 
“这 个 式 子 就 是 我 和 理 纱 抵达 的 最 前 线 !” 




















To(R 了 1)=9 + 4R 4L + 3W + Tiert + Tright 
































理 纱 轻 轻 点 头 ， 附 和 和 泰 打 拉 的 发 言 。 她 没有 像 往常 一 样 打 开 红 色 
记 本 电脑 ， 而 是 全 神 贯 注 地 听 我 们 说 话 。 
完 泰 淋 拉 的 讲解 ， 我 也 来 了 兴致 。 我 们 该 怎样 评估 这 个 式 子 呢 ? 
“有 趣 。 先 来 减少 字母 吧 。 我 说 。 
“要 怎么 做 呢 ?” 
“对 工 至 及 的 元 素 进 行 排序 时 ,元素 的 个 数 为 R 一 工 十 1 对 吧 ? 我 
想 泰 条 拉 你 是 察觉 到 这 一 点 才 想 出 To(R 一 工 十 1) 的 吧 。” 
“ 嗯 ， 是 的 。 因 为 





































































































一 
















































































元 素数 = 右 端 一 左 端 十 1 














这 个 式 子 成 立 。” 

“ 设 元 素数 为 n 的 话 ， 我 们 就 可 以 把 Ta(R 一 工 十 1) 写作 Te(n)。 这 
样 ，Tiert 和 Tiignt 也 能 写成 Ta(…) 的 形式 吧 ?” 

“ 没 问题 昵 。 因 为 我 们 可 以 用 QUICKSORT(A4, 工 ,p 一 1) 对 左边 
的 翅膀 ” 排序 ， 所 以 










































































左边 的 翅膀 的 元 素数 = 右 端 - 左 端 二 1=(p 一 1) 一 开赴 1=D 一 也 





























我 们 也 可 以 用 QUICKSORT(A,p 十 1,R) 对 “右边 的 翅膀 排序， 因此 



































右边 的 翅膀 的 元 素数 = 右 端 一 左 端 十 1=R 一 (p+1)+1=R-p 





























头 上 式 子 我 们 能 得 


Ei 


HH 下 面 的 式 子 成 立 ! ” 
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这 样 吗 ? ”我 隐约 觉得 
“是 这 样 啊 。 如 此 一 来 





To(R-L+1)= 
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Tle ft 


Tright 




















nid 哪 时 不 对 o 








= Toa(p -7) 
= Ta(R—D) 























Toa(n)}=9 
“没有 减少 。 理 纱 说 。 








认 呀 ? 仅仅 是 羽 




















、L、W.、 Teft 











就 能 减少 变量 啦 。” 秦 末 拉 谋 。 
4R—4L+3W 上 Tright 
4R—A4L+3W+To(p—-L)+To(R-p) 


、 Tright 变 成 了 nn、 R、 LW. 也 





















































































































































而 已 Re 和 
“我 们 可 以 利用 RR 一 工 十 1 表示 9 十 4R 一 4L， 这样 就 能 用 n 来 表示 
9 十 4R 一 4L 啦 。” 我 说 。 
To(n)=9+4R—4L+3W+To(p— LL)+To(R- D7) 
二 4(R 一 LL 二 1) 十 5 二 3W++To(p 一 LL)+To(R—p) 
二 4n 二 5 二 3W++To(p 一 LL) 十 To(R 一 p) 
“怎么 处 理 W 呢 ?” 
“怎么 办 呢 ……… 咽 ， 既 然 我 们 现在 想 评 佑 运行 步 数 ， 就 试 着 将 W 评估 
得 大 一 些 吧 。W 是 交换 的 次 数 对 吧 ? 既然 行 R6 的 让 语 句 运行 了 R 一 L 
次 ， 那么 W 的 运行 次 数 应 该 至 多 为 尺 一 到 次 。 
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运行 次 数 | 运行 次 数 | jy， > 
(Ty | 快速 排序 算法 
R6: 0 二 一 志 if A[k] < A[L] then 
RT7: 0 WwW Alp+ 1] © A[k] 
R8: 0 WwW pp+l1 
及 9: 0 WwW end-if 
“原来 如 此 。” 
“这 样 我 们 可 以 把 W 往 大 评估 为 W= RL=n 一 1。” 
To(n)=4n+5+3W+To(p— LL)+To(R— 27) 
=4n+5+3(R-L)+To(p—L)+Toa(R—7) 
=4n+5+3(n—1)+To(p—L)+To(R—p) 
=7n+2+To(p—L)+To(R— 7) 
哇 ……. 式 子 变 简 单 了 很 多 。” 




















Toa(n)=7n+2+To(p—L)+To(R— 27) 






































于 刚才 我 们 把 W 评估 得 稍 大 了 些 ， 所 以 严格 来 说 Ta(n) 实际 上 
表示 的 是 效率 更 低 一 些 的 算法 的 运行 步 数 。 但 还 有 个 问题 一 一 ” 我 说 出 
台 一 直 察 觉 到 的 违 和 感 ,“z2 是 存放 枢纽 项 的 地 方 对 吧 ? 因 此，p 的 值 
依赖 于 输入 的 数列 4。 这 真 的 …… 对 吗 ?” 
“是 指 p 可 能 取 很 多 值 的 意思 吗 ?” 

“ 嗯 。 我 们 知道 p 的 取 值 范 围 是 L<p< RR。 因 此 p 一 工 的 取 值 范围 


是 一 一 



















































































































































































































































































0<p—-L<R-L=n-1 
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同样 ， 我 们 知道 尺 一 2 的 取 值 范围 是 

















但 是 一 一 ” 

“我 们 不 清楚 它们 的 值 究竟 是 哪 一 个 ， 对 吧 ?” 
“ 嗯 。 分 情况 讨论 真是 麻烦 啊 。” 
“喜欢 。” 理 纱 说 。 
“喜欢 ， 你 是 说 分 情况 讨论 吗 ?” 泰 条 拉 问 。 
里 纱 轻 轻 地 点 头 。 
“ 呢 ， 先 不 管 讨厌 还 是 喜欢 ,我 说 ,“ 分 情况 讨论 都 是 无 法 回避 的 问 
题 。 即 便 我 们 确定 了 nn， 大 是 无 法 确定 p， 我们 也 就 无 法 确定 Ta(n) 的 
值 ， 这 可 真 让 人 头疼 。0<p-L<R-L=n 一 1 表示 p 一 L 的 值 有 nn 
种 情况 ， 由 此 可 知 ，To(n) 是 和 枢纽 项 位 置 相关 的 递 推 公式 。” 


re 























































































































































































































































































































































































































“为 了 防止 迷路 ， 我们 在 树 校 上 系 上 “作为 线索 的 维 带 ” 吧 。 也 就 是 
先 写 出 递 推 公式 。” 





























| QUICKSORT 的 “作为 线索 的 缴 带 ” 


| To(0) 涯 : 进 
To(1) =4 





To(n) =7n+2+To(p—L)+To(R— 7) (n= 2,3,4,..….) 




















(但 是 ， 弟 推 公式 中 仍然 存在 变量 p 响 …… ) 
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10.2.7 最 大 运行 步 数 

“只 要 避免 根据 p 的 分 情况 讨论 就 可 以 了 对 吧 ? ” 泰 洒 拉 说 。 

“ 叫 ， 是 的 呀 。 
“学 长 …… 我 有 个 想法 。 我 们 能 否 像 刚 才 把 环评 估 为 “至 多 为 尺 一 二 

那样 ， 只 思考 运行 步 数 最 大 的 情况 呢 ? 也 就 是 设 每 次 划分 元 素 后 “ 枢 双 













































































































































































项 一 直 在 左 端 "。 这 时 我 们 可 以 认为 p== 工 对 吧 ?” 
“原来 如 此 ， 那 么 我 们 把 此 时 的 Ta(n) 设 为 To(m) 吧 。 我 说 。 









































Ta(n) = QUICKSORT 的 最 大 运行 步 数 
































NN 
口 











泰 条 拉 和 急忙 开始 对 式 子 进行 变 


To(n)=7n+2+To(p—L)+To(R— 7) 
=7n+2+To(L -LD)+To(R-L) 设 p=L 





























=7n+2+To(0) + To(n—1) 计算 
=7n+2+4+To(n—1) 利用 T6(0) =4 
=To(n—1)+7n+6 变更 顺 月 














“就 是 这 样 一 个 递 推 公式 呀 。 











7T6(0)=4 
To(n)=Ton—1)+7mn+6 (n=2,3,4,...) 





























“ 虽 ! 这 个 递 推 公式 很 容易 就 能 解 出 哦 。 我 说 。 














OQ iO oO 








I 























像 n,n 一 1,n 一 2,.… 这 样 展开 To(n)， 我 们 便 能 立刻 找 出 规 和 外 
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To(n) =Tom -TD+7n+6 


=To(mn—2)+7n—1)+6+7n+6 





=To(n—2)+(7n—1)+6)+ (m+6) 
=To(n—3)+7mn—2)+6+(7n—1)+6)+ (7n+6) 
=To(n—3)+(7(n—2)+6)+(7n—1)+6)+ (7n+6) 






































将 nn 写作 n 一 0 后 ， 规 律 就 变 得 更 清晰 了 。 














To(n) = To(n—3)+(7n—2)+6)+(7n— 1)+6)+(7n— 0)+6) 



































] > 来 表示 吧 。 


入 = 二 人 0 


=Ta(n-3)+ 》、 (7i+6) 


了 了 一作 一 之 














像 n 一 4,n 一 5,.…,n 一 这样 不 断 展 





nn 


Th(n) = Tn-A+ 和 (7 下 6) 
j=n—kt+1 





最 终 我 们 展开 至 n 一 (n 一 1) = 1， 也 就 是 展开 至 To(1) 这 一 项 。 








oa Ss (7i + 6) 


j=2 


=4+》 (77+6) (利用 76(1) = 


j=2 

















为 了 让 从 j=1 开始， 我 们 调整 式 子 。 
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区 om =4—(7.1+0) + (7i+6) 











j=1 
=-9+ 77+》 6 
j=1 j=1 
Nn 
=-9+7D .7+6n 
Jj 三 1 
Nn 
=6n—9+72 7 
j=1 
=6n-9+ EtY (利用 1 十 2 十 3 十 … 十 = ee)) 














整理 与 n 相关 的 式 子 ， 得 到 











To = 2m + Dn 9 
OO OO O 





























“也 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 大 O 表示 法 像 这 样 表 示 。 我 总 结 道 。 





























“ 座 ? 至 多 为 m2 阶 …… 这 不 是 和 冒 泡 排序 相同 吗 ? ” 泰 采 拉 问 。 

“ 咽 ， 这 是 在 “枢纽 项 一 直 在 左 端 ' 这 一 附加 条 件 下 的 运行 步 数 哦 。” 

“学 长 ， 这 真 不 可 思议 ! 因为 我 们 选择 数列 左 端的 元 素 作 为 枢纽 项 ， 
所 以 “每 一 次 选取 的 枢纽 项 都 为 最 小 的 元 素 ' 就 意味 着 左 端 总 是 最 小 的 元 
素 ， 也 就 是 说 ， 输 入 的 数列 是 一 个 已 经 排序 过 的 数列 吗 ?” 

“ 啊 ， 的 确 。 还 真是 这 样 呢 。 

“如 果 给 定 的 数列 是 一 个 已 经 排序 过 的 数列 ， 那 么 快速 排序 的 最 大 运 
行 步 数 就 是 O(n?) 对 吧 ?” 
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bl 




























































































































































































对 已 经 排序 过 的 数列 进行 快速 排序 


























“走投无路 了 呢 。 我 本 以 为 确定 了 枢纽 项 的 位 置 就 能 避 开 分 情况 讨 
论 ……” 泰 条 拉 一 边 搜 自己 的 脸 一 边 说 , “枢纽 项 的 位 置 有 n 种 ,分 别 是 
从 1 至 mn。 我 们 没 办 法 同时 计算 这 么 多 的 值 响 。” 

“说 的 是 啊 。 而 且 因 为 枢纽 项 的 位 置 有 n 种 ， 所 以 我 们 在 研究 之 前 必 
须 把 它们 一 般 化 。” 








































































































































































































































































































“大 量 的 值 、 大 量 的 值 。” 泰 杀 拉 反 复 念 叫 。 
“ 咽 ? 什么 ? 
米尔 嘉 学 姐 说 过 这 样 的 话 吧 一 一 
当 出 现 大 量 的 值 时 ， 



























































然 要 对 它们 进行 归纳 整理 。 










































































如 果 能 将 大 量 的 值 summarize 就 好 了 。 
“米尔 嘉 好 像 确 实说 过 这 样 的 话 ， 记 得 当时 
的 话题 吧 ?” 


“ 啊 ! ” 秦 末 拉 叫 出 声 来 。 


“这 样 啊 




















! ”我 也 叫 出 声 来 。 





NB 
“ 训 是 平均 于] "我 和 条 拉 蝇 吕 同 志 。 
































a 我 们 在 讨论 平均 值 
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“改变 目标 吧 。 我 说 ,“ 不 要 把 目光 局 限 在 单纯 的 运行 步 数 上 ， 我 们 





























来 求 平均 运行 步 数 吧 1" 





10.2.8 平均 运行 步 数 





“我 们 接 
































下 来 思考 快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 吧 。 我 们 建立 函数 























Ta(n) ， 用 它 














“我 们 回 到 “作为 线索 的 缓 带 " 这 一 步 重新 
求 出 平均 运行 


























Ta(n) = 平均 运行 步 数 








表示 输入 大 小 为 n 的 所 有 快速 排序 的 运行 步 数 的 平均 值 。 












































[ 步 数 的 递 推 公式 。 





























“但 是 学 











多 ， 大 小 为 n 的 输入 可 是 有 无 数 个 呀 。 











始 。 我 说 ,“ 我 们 可 以 











因为 我 们 没有 限定 数 








列 元 素 的 范围 ， 所 以 数列 可 以 是 {5, 1, 7,2, 6, 4, 8, 3}， 也 可 以 是 {500， 
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100, 700, 200, 600, 400, 800, 300}。 


随机 算法 





我 们 怎 











“不 不 ， 我 们 现在 不 需要 考虑 元 素 才 


么 求 无 限 的 平均 值 














只 要 于 











人 














小 关系 就 可 以 了 。 为 





Tf 























同 ， 如 此 一 来 ， 





三 
ZA、 














二 和 定 ， 





“但 是 、 攻 
fA 


不 难 哦 。 当 输 





























怎么 求 平均 值 








呢 ? 77 








入 的 数列 大 小 为 到 日 

















为 我 们 要 以 全 部 的 ] 
方 都 是 等 价 的 。 因 此 ， 
围 内 移动 p。p 的 位 











非 列 





我 们 








可 


9 有 RR 


| 以 在 p 











4 的 值 ， 














荔 虑 元 素 








呢 ?” 


之 间 的 大 





于 分 析 ， 我 们 可 以 假设 数列 
要 研究 1, 2, 3,……… 





这 n 个 数 的 排 


,nn 这样 n 个 数 





! 的 所 有 
的 排列 。” 


























有 nl! 利 






































为 研究 对 象 ， 所 以 枢纽 


项 的 位 


VA Br ea We Je 














工 十 1 种 ， 












































所 有 的 元 素 相 加 
就 能 得 到 递 # 


























全 公式 









































除 以 n， 我 们 用 情 


























在 1 至 nn 的 任何 
,R 一 1, RR 的 范 


元 素 都 不 














。 求 平均 什 


要 先 ] 

















况 数 n 


除 所 有 情 

















有 况 数 n 除 所 有 情况 下 运行 












































况 下 运行 步 数 的 和 ， 













































































-二 的 二 
.Jr a 
I 1 忆 本 二 | 
= (mnt+2+Tow-L)+To(R-p)) (n=2,3,4, 
令 j=p 一 工 十 1 后， 这 个 式 子 就 比较 容易 理解 了 。 因 为 p 一 L=j 一 1， 

所 以 R 一 p= 二 RR 一 (j 十 L 一 1)==(R 一 L 二 1) 一 jn 一 7j。 由 此 我 们 可 以 
得 出 

Toln) = 1 5 (rn+2+T00 -D+Ta(n-) 

Q 一 区 QU Q J 


j=1 
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总 之 先 去 掉 》 ， 将 式 子 转化 为 To(m) 的 递 推 公式 的 形式 吧 。 

我 们 先 将 不 依赖 j 的 式 子 7n 十 2 提 到 》 外边。 因为 在 从 1 至 m 的 
求 和 过 程 中 ，7n 十 2 一 共 被 加 了 n 次 ， 因 此 将 它 提 到 外 边 时 需要 乘 n 
倍 。 不 过 由 于 郊外 边 已 经 乘 上 了 一 个 元 ， 所 以 冯 恰 好 可 以 与 元 互相 消去 。 































































































Nn 


To(n) = (m+2+To( -1)+To(n-))) 


j=1 


Ls 1 
=7n+2+-Y To D+-S Tm-; 
0 Dh 


= j=1 


















































这 里 的 两 个 结果 相等 哦 ， 因 为 这 两 个 不 过 是 颠倒 了 一 下 求 和 的 
顺序 而 已 。 写 成 下 面 这 样 会 比较 容易 理解 吧 。 



























































Toa(j—1) = Ta(0) + To(l)+ To(2) + + Ta(n—1) 


> 
j=1 
OToln-)) =Ton -1) + +Ta(2) + Ta(1) + To(0) 
j=1 

所 以 我 们 可 以 将 它们 合 二 为 一 。 


Nn 


Toln) = Tn +2+ LD To0-D+ Tao- 


j=1 j=1 














= Tn+2+》 加 0 -1) (整理 ,将 系数 变 为 2 信 ) 


I=1 
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这 里 去 的 部 分 有 些 碍 事 ， 我们 在 等 号 两 边 同 乘 n 用 以 消去 分 母 上 的 m。 









































nTo(n) = 7n? +2n+2》 Tol —1) 
j=1 




















咕 ， 这 样式 子 就 简洁 多 了 。 


我 们 想 要 研究 To(n) 的 结构 ， 因 此 必须 妥善 处 理 右边 的 并 。 


































































































嗯 ， 就 用 解 递 推 公式 的 常用 方法 一 一 “差分 法 ” 吧 。 









































(n+1):To(n+1)—n.To(n) 


ntl n 
= (rary +D+2 To0 9 (ww ron+2》, GD] 


j=1 











ntl n 
= (re 14m 十 7 十 2 十 21 2> Tao0 9 ) (x 27 1 2 Ta- ) 


nl n 
= 14n+9 2( 700 -1)— ,To(i— 9 


=14n+9+2.To((n+1)—1) 
= 14n+9+2.To(n) 





















































在 最 后 消去 的 地 方 用 到 了 下 面 这 个 式 子 。 






































ntl 
Toa(j—1)= To(0) + Toa(l) + +To(n -1)+Ta(n) 


t=) 














相当 于 从 了 =1 ,n,n 十 1 的 和 中 减 去 j= 1,…,n 的 和 ,这 样 我 们 就 
能 得 到 j= 二 nn 十 1 这 一 项 。 
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那么 ， 既 然 两 边 都 有 包含 Te(n) 的 项 ， 我们 就 可 以 把 nTo(n) 移 项 
到 等 式 右边 。 












































(n+1):Tomn+1)—n:To(n)= 14n+9+2.:To(n) 
(n+1):Ton+i+1)=n:To(n) +14n+9+2.To(n) 
(n+1):To(n+1)= (n+2):To(n)+14n+9 




















到 目前 为 止 ， 我 们 知道 了 当 n=2,3,… 时， 下 面 的 递 推 公式 成 立 。 
看 ， 通 过 差分 法 > 被 消去 了 。 



















































































(n+1):Tom+1)= (+2):To(n) +14n+9 























对 了 ， 还 必须 研究 n == 2 时 的 情况 。 














To(2) = RE 
=3((7- sm (7.2+2+ To(1) + To(0))) 
=14+2+To(0) + To(l) 
=14+2+4+4 
=24 
































从 这 里 开始 渐 近 分 析 吧 。 








OO GO oO 


























“从 这 里 开始 渐 近 分 析 吧 。 我 说 。 






































“我 、 我 已 经 筋疲力尽 了 。 学 长 …… 你 写 数学 公式 的 时 候 总 是 充 
干劲 呢 。 泰 洒 拉 说 。 
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“也 许 吧 。” 
“这 个 To(n) 一 一 快速 排序 的 平均 运行 步 数 大 概 是 多 少 昵 ……” 
“因为 快速 排序 是 比较 排序 …… 所 以 Ta(n) 的 阶 数 至 少 为 mlogm 阶 









































对 吧 ? 那么 我 们 能 否 用 n1og mn 阶 从 上 方 限制 住 Ta(n) 呢 ?” 
“放学 时 间 到 了 。” 瑞 谷 老师 宣布 。 














问题 10-1 (快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 ) 

















快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 Ta(n) 满 足下 面 的 递 推 公式 。 



































To(0) = 
Tal1) = 
ey? = 


(n+1):To(n+1)= (n+2):To(n) +14n+9 (n=2,3,4,..:) 





此 时 ， 下 面 的 式 子 是 否 成 并 ? 

















Ta(n) = O(n logn,) 


10.2.9 回 家 路 上 
“你 要 讲 与 冒 泡 排序 和 快速 排序 相关 的 话题 吗 ? ”我 问 。 
我 、 泰 打 拉 还 有 理 纱 三 人 ， 沿 着 就 悉 的 道路 向 车 站 走 去 。 























































































































































































































































































































“ 咖 ， 是 这 样 的 。 我 想 在 会 议 上 通过 报告 分 享 亲 自分 析 问 题 的 快 
十 虽然 我 请 理 纱 和 学 长 帮 了 很 多 忙 。 

这 么 说 来 ,我 不 仅 发 现 “ 泰 条 拉 有 着 意外 奖 固 的 一 面 *"， 还 发 现 “ 理 
纱 有 着 意外 贴心 的 一 面 "。 虽 说 她 不 怎么 擅长 言语 表达 ， 但 理 纱 确实 一 直 

































































“米尔 对 学 姐 今 天 一 一 ” 泰 条 拉 说 。 
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“她 不 在 啊 。 也 许 有 什么 急事 吧 。” 

“会 议 当 天 她 也 不 会 来 吗 ?” 

“ 嗯 。 她 是 这 么 说 的 。 听 她 说 今年 她 要 去 几 次 美国 。” 
“是 这 样 啊 。” 泰 条 拉 说 。 

里 纱 一 句 话 也 没有 说 。 


NN 
让 
inl 
























































Nm 














10.3 自己 家 


10.3.1 变形 
































今天 是 周 六 。 我 正和 来 我 房间 玩 楼 学 习 的 尤 里 谈论 关于 评估 快速 排 
序 算法 运行 步 数 的 话题 。 





























吉 


问题 10-1 (快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 ) 
快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 To(n) 满 足下 面 的 递 推 公式 。 









































Q(0) =4 
Ta(1) =4 
Tl) 24 


(n+1):To(n+1)= (n+2):To(n)+1d4n+9 (n=2,3,4,...) 





此 时 ， 下面 的 式 子 是 否 成 立 ? 














To(n) = O(nlogn) 





























“这 样 的 递 推 公式 能 一 下 子 就 解 出 来 吗 ?”” 尤 里 间 。 
“如 果 f(n) 是 这 样 简单 的 形式 就 没 问题 …… 


















































436 第 10 章 随机 算法 





pe = 式 子 
f(n+1) 二 f(t) 十 起 子 (n= 1,2,3,.:°) 




















只 要 不 断 缩小 函数 f(n) 的 n， 我 们 就 能 找到 头绪 。 可 是 在 这 个 弟 推 公式 
1 ，ToQ(n) 与 包含 nn 的 式 子 混杂 在 一 起 了 。” 

“既然 问题 是 式 子 包含 n， 我 们 把 n 消去 不 就 好 了 嘛 。” 

“要 是 能 轻松 消去 n 我 也 不 用 头疼 啦 认 ?” 

“怎么 了 了 ?* 


“ 呢 ， 也 许 我 们 能 消去 nn。 如 











































































































也 
Ny 
: 
图 

















将 等 号 两 边 同时 除 以 (n 十 1)(n 十 2) 





















































人 +D:Tem+l=(+2 .7am)+l4n 二 9 由 递 推 公式 得 出 





























tl) _ Ton) , 1l4n+9 千 号 两 边 同时 除 以 (n 十 1)(n 十 2) 











“ 哦 哦 ! 唉 …… 我 还 是 不 怎么 明白 。 式 子 太 乱 啦 !1” 
“只 要 利用 定义 式 就 行 了 ， 尤 里 。 比 方 说 我 们 定义 


_ Toln) 
n+l 


































































































这 样 一 来 我 们 就 能 用 FF(n) 来 表示 刚才 的 结果 。 















































To(n+1) _ To(n) 14m 十 9 得 五 | 
a C1) m2) 刚才 得 到 的 结果 
雇员 下 区 二 0 Es 用 R(m) 表示 








(n+1)(n++2) 





























“ 哦 哦 ! 唉 …… 我 果然 还 是 不 明白 啊 。 式 子 中 还 有 奇怪 的 分 数 1” 
“我 们 能 将 分 数 雪人 分 解 为 和 的 形式 。 比 方 说 一 一 ” 






































OO 9 oO 
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我 们 假设 能 利用 a 与 5 把 友 41945) 分 解 为 像 下 面 这 样 的 和 的 形式 。 
14m 十 9 _ a 5b 
(n+l)(n+2) n+l n+2 
计算 这 个 式 子 可 以 得 到 
ao + b _ (a+t+b)n+ (2a+5b) 
n+i+l n+2 (n+1)(n+2) 
也 就 是 说 ， 下 面 的 式 子 成 立 。 
14m 十 |9 (a+b)nt+( 2a+ob) 
(nil)n+2) (n+ 1)(n+2) 
人 ee 
因此 ， 我 们 只 要 解 和 “1 这 个 联 立方 程式 就 可 以 了 。 
2a+b=9 
解 联 立 方程 式 得 (a, 5) = (一 5, 19)， 这 样 我 们 就 能 得 到 下 面 这 个 式 子 。 
l4n+9 -5 ， 319 
(n+l)(n+2) n+l n+2 
在 这 里 我 们 回 到 式 子 F(n 十 1)。 
147 十 9 





F(n+1)= F(n) 














(n++1)(n+2) 














将 分 数 部 分 变 为 和 的 形式 。 
一 5 19 
利用 递 推 公式 ， 用 简单 的 式 子 替换 F(n)。 这 样 我 们 就 能 发 现 规律 。 
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一 5 19 
宛 一 0 tnt+1 
7 -5 19 -5 .19 
ln nn-0 ntl 
一 5 19 一 5 19 
= 2 | 
tn ) +) + 
一 5 14 19 
择 : 太 2 
ed a nl1 
一 5 19 一 5 14 19 
= 3 | | | 
仙 ) 九 一 2 nl n—1 7 一 0 n+l 
一 5 19 一 5 14 19 
=F 2 | | 
Us EE 
一 5 14 14 19 
= 
Dn Nn 了 二 而 1 n—0 n++l 
二 一 5 19 一 5 14 | 14 19 




















-5 19 -5 14 14 19 
二 可 全 和 于 二 ( 十 ) 十 十 十 


= F(n— 4)1 








发 现 规律 ! 


将 14 提 到 括号 外 边 。 








一 5 1 1 1 19 
= 4 上 14 | | | 
二 (5 3 Nn i) 


























一 3 nO—1 n+l 
j 六 表示 和 的 形式 吧 。 
一 5 | 19 
= Fm—4)+— +14 = 
Ud 人 
j=n— 
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继续 置换 ， 直 至 右边 的 F(n - 4) 变 为 F(2)。 
































Oe nC— 全 丰 沁 Ee a 了” 多 十 1 








一 5 ae 19 

三 0 ne ee 

Ce es 
j= 








一 5 和 一 .1 1 19 
RR(2 14 + 14 | 
+ CR) 2 




















利用 F(2) = 人 中 = 2 = 8。 


















































然后 回 到 F(n)。 




















等 等 ， 等 等 ! 哥哥 ! 怎么 六 突然 变 成 Hn 了 呀 ?” 


“这 个 五 ,是 我 们 的 好 朋友 一 “调和 级 数 哦 。 它 的 定义 是 这 相 





的 。 


Wh 
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| 
责 , = 了 工 十 了 十 二 十.… 十 二 
2 Nn 
“ 哦 哦 。” 
“ 接 下 来 的 工作 就 是 单纯 地 计算 啦 。 
Ta(n) 
F(n) nl 





这 样 我 们 就 可 以 























j F(n) 表示 To(n) 了。” 


Ta(n) = (n+ 1). Fn) 


19 
一 1) | 责 十 一 一 十 14 万 " 
( 和 


= 14m .万 ， 
\- 一 一 一 
渐 近 分 析 上 的 最 大 项 


全 OU Ha) 


羊 就 完成 啦 ! ” 





Ta(n) = O(n H,) 


) 


=K.(n+1)+19+14(n+ 1)H, 


+K . 即 十 145 十 天 十 19 








QUICKSORT 算法 的 平均 运行 步 数 加 (mn)j 


网 入 























1!，Hn 为 调和 级 数 ， 定 义 如 下 




















To(n) = O(n. H,) 











i We PO 








~、 











日 的 起 邓 。 











































































































10.3 目 己 冢 ”441 
“ 认 还 是 没有 完成 啊 ! 我 们 想 验 证 的 不 是 To(n) = O(n: Hh)， 
而 是 To(n) = O(nlogn) 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 是 那样 没 错 。 不 过 ,调和 级 数 的 阶 与 对 数 函 数 相 同 哦 。 因 此 
H;, = O(logn) 和 n. Hn, = O(nlogn) 
都 成 立 。 所 以 我 们 也 可 以 说 ，Te(n) = O(nlogn) 成 立 。” 
解答 10-1 (快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 ) 
关于 QUICKSORT 算法 的 平均 运行 步 数 有 以 下 式 子 成 立 。 
To(n) = O(nlogn) 

































































































































































































































































10.3.2 万 ,与 1og 允 

“ 呐 ， 哥 哥 。 调 和 级 数 是 指 将 于 , 二 让 ,去 这 些 数 相 加 的 和 吧 ， 这 个 
人 家 也 知道 哦 。 但 是 ， 你 突然 谈 到 log mn， 我 就 有 点 不 理解 了 啊 …… 

“你 是 指 刚 才 的 Hn = O(log n) 吗 ?” 

“是 啊 。 我 在 学 校 还 没 学 过 ， 哥 可 你 要 赖 。” 

“ 才 没 要 赖 呢 ， 它 们 都 是 数学 啊 。 是 否 在 学 校 学 过 和 数学 并 没有 直接 
关系 。 通 过 元 可 以 被 [3dzx 限制 住 ， 我 们 能 证 明 五 可 以 被 log 限制 
住 。 不 过 需要 用 到 积分 哦 。” 

“哥哥 你 说 要 用 积分 我 也 …… 

“只 要 用 图 像 找 到 感觉 就 好 啦 。 左 边 的 图 像 是 调和 级 数 ， 右 面 的 图 像 
是 对 数 函 数 。” 
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a 业 
线 方程 y = 





























号 
可 积 1 十 人 了 dz 一 1 十 logn 






































1 一 
nn Zr 
























































“这 说 明 与 左边 的 图 像 相 比 ， 右 边 的 图 像 的 面积 更 大 吗 ?” 
“是 啊 。 因 为 图 像 中 的 面积 就 是 积分 的 值 ， 所 以 我 们 能 根据 面积 的 大 
小 关系 判定 不 等 式 成 立 。” 










































































济 
流 
去 














































































































“积分 与 面积 …… 总 觉得 不 甘心 啊 。 鸣 鸣 !” 
“ 那 就 赶紧 学 习 吧 。” 

“ 喔 …… 话说 回来 哥哥 ， 快 速 排序 的 前 提 条 件 是 什么 ?” 
“前 提 条 件 ?” 


















































“你 想 啊 ,， “明确 前 提 条 件 的 定量 评估 ”是 很 重要 的 吧 ? 我 们 评估 快 









































速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 时 ， 就 没有 前 提 条 件 噶 ?” 
“没有 前 提 条 件 哦 ， 因 为 我 们 的 评估 手段 只 是 平均 呀 。” 我 说 。 
































负 
有 
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10.4 图 书 室 
10.4.1 米尔 嘉 
“有 一 个 大 的 前 提 条 件 。” 米 尔 嘉 说 。 
周一 的 图 书 室 。 我 和 平时 的 伙伴 们 缘 在 一 起 ， 正 在 谈论 关于 快速 排 
序 算法 的 平均 运行 步 数 To(n) 的 结果 。 








To(n) = O(n logn) 








“页 的 大 本 


“你 取 运 行 步 数 


























“算法 按 相同 概率 得 到 所 有 输入 ) 





这 就 是 前 提 条 件 。 你 将 输入 的 概率 分 布 为 均匀 分 布 作为 了 前 提 条 件 。” 




















的 平均 值 时 假设 了 



































的 前 提 条 件 吗 ? ”我 问 。 





























O 





方 都 是 































































































中 ， 从 而 得 到 平均 值 。 






























































阿 人 

“ 正 因 为 这 样 ， 你 才能 认为 枢纽 项 的 位 置 在 从 1 至 nn 的 任何 地 
等 价 的 ， 然 后 才能 用 n 去 除 运行 步 数 的 总 不 

确实 是 这 样 啊 。” 我 也 表示 认同 。 

晶 、 但 是 ……” 秦 条 拉 说 , “均匀 分 布 所 有 
概率 出 现 ， 这 是 非常 自然 事情 ， 也 不 是 什么 坏事 吧 。” 

“我 并 不 是 说 均匀 分 布 不 好 哦 ， 
当 我 1 
































的 输入 都 以 相同 的 

















泰 灯 拉 。 我 只 是 说 不 能 忘记 前 提 条 件 。 


门 认为 快速 排序 的 平均 运行 步 数 为 O(n1log n) 时 ， 要 附 














加 上 “输入 
































服从 均匀 分 布 ” 这 一 条 件 。 米尔 嘉 一 边 用 手指 梳理 
“ 瞩 9 
“比方 说 ， 当 我 们 用 快速 排序 算法 处 理 已 经 排 
































长 发 一 边 说 。 


























这 一 观点 就 是 错误 的 。 

















训 过 的 数列 时 ， 平 均 运 























“的 确 





输入 是 














排序 过 的 数列 ， 其 最 大 运行 





步 数 就 是 O(n?) 
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对 吧 ?” 泰 末 拉 也 表示 赞同 。 

































































注释 相 比 ， 的 确 是 “ 











“那么 ， 算 法 的 前 提 条 件 越 少 越 好 吧 。 我 说 。 
“这 要 根据 “好” 的 定义 而 定 。 米尔 井下 
输入 为 任意 概率 分 布 ” 的 适用 范围 更 广 。” 











蕉 








“不 过 , 与 加 上 “输入 服从 



























































of 人 人 下 呀 














概率 分 布 这 样 
































， 米 尔 嘉 。” 我 打出 
的 状况 下 分 析 运 行 步 数 吗 ?” 





1 米尔 亮 的话 ,“ 我 们 能 在 输入 为 任意 
























































“只 要 利 
































我 们 能 利用 随 

















< 


输入 的 给 定 逻 









































得 也 太 远 了 吧 
随机 算法 吗 ?” 





机 算法 ， 使 我 们 的 评 

















j 随机 算法 ， 就 能 妥善 处 理 。 米尔 需 说 ,“ 在 某 些 情况 下 ， 











佑 不 依赖 于 输入 的 概率 分 布 。 前 几 天 











到 的 RANDOM-WALK-3-SAT 这 一 随机 算法 便 是 如 此 。 无 论 作为 
辑 公式 服从 怎样 的 概率 分 布 ， 我 们 都 能 评估 成 功 概率 ， 也 
能 渐 近 分 析 算法 的 运行 步 数 。 
“米尔 嘉 学 姐 ， 但 是 ……” 泰 条 拉 抱 着 脑袋 说 ,“ 随 机 漫步 和 排序 差 

















。 将 零散 的 东西 整齐 


























时 用 随机 算法 吗 ? 





“能 对 排 上 月 








10.4.2 随机 




















起 食指 微笑 着 说 : 














快速 排序 

















地 排列 才 是 排序 ， 在 这 里 真 的 能 使 用 














































































































当然 能 。 比 方 说 一 一 ” 



































素 作为 枢纽 项 ， 
“了 呵 是 这 样 呢 。” 


“只 要 改变 快速 排序 的 选取 机 











“在 随机 快速 排序 中 ， 我 们 随机 选取 枢纽 项 。 无 论 我 们 选择 哪 一 个 元 
算法 都 能 完成 排序 ， 











只 是 运行 步 数 会 发 生变 化 9° 





























项 的 方式 ， 我们 就 能 得 到 随机 快速 











随机 快速 排序 算法 (流程) 
py Rla: procedure RANDOMIZED-QUICKSORT(A,L,R) 


R2: 
> R2a: 
pr R22b: 

R3: 

RA4: 

Rs5: 

RG6: 

RT: 





“为 了 将 快速 排序 变 为 RANDOMIZED-QUICKSORT,， 我 做 的 本 
质 上 的 改变 是 ， 在 原来 的 流程 中 追加 了 行 R2a 与 行 R2b。 在 行 R2a 中 ， 











算法 交换 了 4 [万 ] 


R17: end-procedure 

















if L < Rthen 
r*- RANDOMI(L, R) 
A[IL| © A[7] 
p+L 
kL+l 
whilek< Rdo 
if A[k] < AIL] then 
Alp 十 1] 舍 AI4] 
pp+1 
end-if 
koki+1l 
end-while 
AIL ‘2 A 
A RANDOMIZED-QUICKSORT(A,L,p— 1) 
A RANDOMIZED-QUICKSORT(A,»+1,R) 
end-if 


return A 

































































个 大 于 等 于 工 小 于 等 于 R 的 整数 +， 在 行 R2b 中 ， 


与 4[r] 的 值 。 



























































“只 有 这 些 地 方 不 同 吗 ?” 








El 


“除去 名 字 上 的 变化 ， 剩 下 的 部 分 与 QUICKSORT 别 无 二 致 。 米 





“仅仅 改变 了 这 些 地 方 的 话 ， 递 











推 公式 也 只 


你 


有 一 点 不 同 。” 我 说 。 








es 
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机 
b 




















“如 果 用 j=1,2,…,n 一 1,n 代 苦 p=L,L+1,…,R 一 1,R,， 我 
们 可 以 把 递 推 公式 改写 成 下 面 这 样 的 形式 。 






























































Tr(0)=4 
Tr(1)=4 


Ta(n) = Tn+4+1) (TeG D+-)) 人 i= 名 外) 


j=1 


























“因此 ,” 我 继续 说 ,“ 随 机 快速 排序 算法 的 平均 运行 步 数 的 阶 果然 是 





Tr(n) = O(nlogn) 


啊 。” 

“是 的 ， 只 是 意思 变 了 。” 米 尔 嘉 补充 道 ，“Tk(n) 并 不 是 服从 均匀 分 
布 的 输入 的 平均 值 。 因 为 我 们 随机 选取 枢纽 项 ， 因 此 运行 步 数 不 依赖 于 
输入 。 即 便 输入 相同 ， 每 次 运行 随机 快速 排序 时 ， 算 法 的 运行 步 数 都 可 
能 产生 变化 。 因 为 Zk(n) 是 运行 步 数 的 期 望 。 无 关 给 定 的 输入 如 何 ， 只 
要 输入 的 数列 大 小 为 n， 我 们 都 可 以 期 待 算法 的 运行 步 数 为 TR(n) ， 并 


日 期 望 至 多 为 n1og n 阶 。” 
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To(n) = Onlogm) 

















机 


对 


进行 快速 排序 时 ， 
于 服从 均匀 分 布 的 输入 ， 














算法 的 平均 运行 步 交 至 多 为 nlogn 阶 。 


Tr(n) = O(nlogn) 























对 于 任意 输入 ， 





进行 随机 快速 排序 时 ， 











算法 的 运行 步 数 的 期 望 至 多 为 nlogn 阶 。 
















































































“随机 选取 枢纽 项 能 把 我 们 从 前 提 条 件 中 解放 出 来 ， 这 真是 太 神 奇 了 。 
泰 洲 拉 说 。 


10.4.3 ”观察 比较 过 程 




















米尔 融 闭 上 眼睛 ， 用 食指 在 空中 描绘 奇怪 的 图 形 。 我 们 则 默默 地 看 










































































“我 们 sia ”米尔 嘉 睁 开眼 睛 慢 慢 说 道 ,“ 已 经 知道 ,快速 排序 算法 

































































通过 反复 进行 根据 枢纽 项 划分 元 素 这 一 操作 从 而 完成 排序 。 算 法 将 “小 





































































































秆 项 左 侧 ， 将 “大 于 等 于 枢纽 项 的 元 素 ” 划分 
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“ 叫 。 “左边 的 翅膀 和 “右边 的 翅膀 ” 对 吧 !1 ” 
“ 没 错 。 快 速 排序 由 “两 只 翅膀 ” 构成 。 话 说 回来 ， 我 们 是 




















正 地 
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七 解 J 划 分 的 支柱 




















一 一 “对 元 素 进行 比较 * 呢 ? 接 下 来 请 听 题 。” 


te 














«1» 帮 4A、 
是 !” 泰 打 拉 管道 。 














“用 随机 快速 
































排序 对 数列 {1, 2, 3,… ,mn} 进行 排序 时 ， 


已 























什么 情况 下 元 素 7 与 元 素 有 互相 比较 


E? 
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补充 一 下 , 设 1<j<k<no” 

















“ 认 看 情况 而 定 吧 。” 泰 打 拉 马上 回答 。 
“ 没 错 ， 看 情况 而 定 。” 米 尔 嘉 说 。 
= 们 可 能 不 被 比较 ， 也 可 能 被 比较 很 多 次 。” 
“是 吗 ? ”米尔 嘉 恶 作 剧 似 地 说 。 

我 一 边 听 两 人 交谈 一 边 思考 。 
在 随机 快速 排序 中 ,什么 时 候 要 比较 7 和 点 两 个 元 素 呢 …… 一 定 会 
个 元 素 一 次 也 没 被 比较 过 的 情况 。 比 方 说 将 {1, 2, 3} 输入 到 随机 快 
速 排序 中 ， 假 设 算法 随机 选取 了 2 作为 枢纽 项 。 用 枢纽 项 2 划分 元 素 时 
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外 与 2”“2 与 3” 分 别 比较 了 1 次。 划分 完成 后 ,“ 左 边 的 这 膀 ” 的 元 素 
只 有 1,“ 右 边 的 翅膀 ” 的 元 素 只 有 3， 直到 算法 运行 结束 ,，“1 与 3” 也 
没有 互相 比较 过 。 那 么 一 般 来 说 ,在 {1, 2, 3,…,n} 中 的 了 和 天 什么 时 
用 被 比较 呢 …… o 

“观察 划分 元 素 的 例子 。 米尔 喜 说 ,“ 因 为 要 纽 项 是 随机 选择 的 ， 翅 
学 内 的 元 素 顺 序 并 不 重要 ， 所 以 我 们 把 翅膀 当 作 数 的 集合 来 看 待 吧 。 

















































































































































































































OO OO oO 





我 们 把 翅膀 当 作 数 的 集合 来 看 待 吧 。 
比如 我 们 假设 给 定 的 输入 为 下 面 8 个 数 。 















































{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 






































如 果 5 被 选 为 枢纽 项 ,“ 两 只 翅膀 ”就 可 以 像 这 样 表示 。 








(Pa 








{1,2, 3, 4} 5 {6,7,8} 
-一 一 一 六 一 —~— 
左边 的 翅膀 枢纽 项 右边 的 翅膀 


10.4 















































在 创造 这 “两 上 只 翅膀 ”的 过 程 中 ， 哪 些 元 素 和 哪些 元 素 被 比较 了 呢 ? 





























本 答 这 个 问题 并 不 难 。“ 左 边 的 翅膀 ”中 的 所 有 元 素 都 比 
们 之 所 以 能 得 出 这 个 结论 ， 是 因为 作为 枢纽 项 的 5 分 别 与 1 

































































区 纽 项 小 。 我 


,2, 3,4 进行 















































了 比较 。 同 理 


















































“右边 的 翅膀 ”中 的 所 有 元 素 都 大 于 等 于 枢纽 项 。 我 们 之 























行 了 比较 。 











所 以 能 得 出 这 个 结论 ， 是 因为 作为 枢纽 项 的 5 分 别 与 6, 7, 8 ; 
也 就 是 说 ， 在 一 次 划分 中 ， 


























/| 























“比较 只 在 “枢纽 项 ” 与 “枢纽 项 之 外 的 元 素 " 之 间 i 
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在 一 次 划分 中 ， 枢 纽 项 之 外 的 元 素 之 间 不 会 发 生 比较 。 

接 下 来 ,左右 翅膀 分 别 进 行 递归 的 排序 。 但 是 ，5 作为 划分 元 素 的 
枢纽 项 ， 它 不 会 被 分 进 任何 一 个 翅膀 中 。 也 就 是 说 ， 只 要 元 素 被 选 为 枢 
纽 项 一 次 ， 它 就 不 会 再 被 选 为 枢纽 项 。 

被 比较 的 两 元 素 中 某 一 方 必 为 枢纽 项 ， 被 选择 为 枢纽 项 的 元 素 不 会 
被 选 第 二 次 。 也 就 是 说 ， 在 一 次 快速 排序 中 ， 









































“比较 在 两 个 元 素 之 间 至 多 进行 一 次 。” 























元 素 j 与 元 素 k 的 比较 次 数 至 多 为 1 次 ， 这 表示 它们 的 比较 次 数 为 0 次 或 





对 1 次 。 
再 一 次 观察 刚刚 做 出 的 “两 只 翅膀 ” 吧 。 

































































{1,2,3,4} 5 {6,7,8} 
\- 一 一 一 —— 
左边 的 翅膀 枢纽 项 右边 的 翅膀 












































我 们 对 “左边 的 翅膀 ”与 “右边 的 翅膀 ”分 别 进行 递归 的 排序 。 在 这 





个 过 程 中 ， 绝 不 会 出 现 “左边 的 翅膀 ” 中 的 元 素 1, 2, 3,4 与 “右边 的 起 
膀 ” 中 的 元 素 6, 7, 8 之 间 进 行 比较 的 情况 。 因 此 ， 我 们 可 以 说 
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“比较 不 会 横 跨 左右 翅膀 进行 












































“比较 不 会 横 跨 左右 翅膀 进行 。 米尔 嘉 说 。 


口 
































“的 确 ， 的 确 是 这 样 啊 ! ” 泰 条 拉 说 。 








“原来 如 此 。” 我 说 , “虽然 分 析 起 来 感觉 是 理所当然 的 ,1 

































































日 运用 数 这 
公式 思考 的 时 候 完全 没有 注 


“ 综 上 所 述 ， 比 较 ” 必 多 


















































会 在 起 膀 中 进行 是 吧 。 从 翅膀 
然后 用 翅膀 中 剩 下 的 元 素 和 枢纽 项 进行 比较 。 这 也 就 是 
左右 起 膀 进行 吧 。” 


Lid 


选择 枢纽 项 ， 


比较 不 会 横路 























































































































“就 是 这 样 ， 不 过 接 下 来 才 是 关键 。 米尔 嘉 站 起 身 来 ,“ 既 然 我 们 


已 经 如 此 深入 地 了 解 了 比较 过 程 ， 那 么 对 于 快速 排序 而 言 ， 我 们 应 该 能 






























































什么 时 候 会 比较 元 素 7 和 元 素 大 呢 ? 





这 一 问题 。” 





























“或 天 有 一 方 为 枢纽 项 时 ! ”泰和 打 拉 说 。 
“这 不 正确 哦 。 我 说 。 
























































“是 、 是 吗 ?” 
“只 要 想 想 刚才 的 例子 就 明白 了 。 我 们 假设 第 一 次 划分 时 ， 枢 纽 项 为 














ol 





第 二 次 划分 时 枢纽 项 为 3。3 与 7 之 间 会 进行 比较 吗 ? 虽然 3 是 第 二 


次 划分 时 的 枢纽 项 ,但 3 与 7 之 间 并 不 会 进 


































































































行 比较 。 
“ 啊 ， 还 真是 这 样 …… 这 是 因为 在 第 一 次 划分 时 ，j 与 &' 各 奔 东 西 " 
到 不 同 翅膀 了 啊 !” 


























“元 素 j 与 元 素 玉 什么 时 候 进 行 比较 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 
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“是 想 让 我 们 明确 地 指出 比较 的 条 件 对 吧 ? ”我 说 。 

“ 咖 …… 只 要 了 与 尺 不 会 “各 奔 东 西 " 到 两 个 翅膀 …… 并且 了 与 上 有 
一 方 为 枢纽 项 就 行 了 吧 。” 

“应 该 是 的 ”我 说 ,“ 在 jg O 〇 < 这 一 范围 内 ,上 且 j 或 者 率先 成 
为 枢纽 项 仅 限 此 时 ， 我 们 会 比较 元 素 了 与 元 素 k。” 

“ 认 …… 是 这 样 吗 ? 我 不 是 很 清楚 。” 泰 条 拉 说 。 

只 要 思考 7 和 会 在 什么 时 候 “ 各 奔 东 西 ' 就 好 啦 。 我 说 ,“ 当 存 
在 元 素 p 


























































































































































































































Ey 


























昌 p 先 于 7 或 被 选 为 枢纽 项 时 ，j 与 & 会 “各 奔 东 西 ' 到 左右 的 翅膀 。 为 
了 避免 j 与 &' 各 奔 东 西 '， 只 要 思考 相反 的 条 件 就 可 以 了 。 也 就 是 说 ， 对 
于 满足 不 等 式 


































































































7<p<k 
的 任意 p 而 言 ，j 或 者 会 先 于 p 被 选 为 枢纽 项 。” 
































“原来 如 此 ! 我 明白 了 !” 
“因此 ， 米 尔 喜 出 的 题 “ 什 么 时 候 会 比较 元 素 7 和 元 素 k” 的 答案 为 

























































































“在 大 于 等 于 j 小 于 等 于 灵 的 元 素 中 , 7 或 者 大 最 先 被 选 为 枢纽 项 时 ” 


对 吧 ?” 















































“这 样 理解 是 正确 的 。 黑 发 才女 轻 轻 点 头 ,“ 我 们 进一步 认识 到 了 元 
素 7 和 元 素 太 会 在 什么 情况 下 相互 比较 ， 而 且 我 们 已 经 确认 了 比较 次 数 
只 能 为 0 次 或 者 1 次 。 说 起 来 ， 意 识 到 "元素 7 和 元 素 开 的 比较 次 数 为 
0 次 或 者 1 次 ' 这 一 结论 让 我 很 开心 。” 
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“为 什么 ?” 泰 采 拉 问 。 
“因为 它 让 我 想起 计数 的 工具 。” 
























































指示 器 ! ”我 也 叫 出 声 来 ,“ 值 为 0 或 1 的 变量 ,确实 是 指示 器 啊 。” 
“严格 来 说 ， 是 指示 器 随机 变量 。” 米尔 喜 接 着 说 ,“ 虽 然 “ 元 素 了 和 
元 素 的 比较 次 数 ' 会 根据 随机 试验 改变 ， 但 是 它 的 取 值 仅 限 于 0 或 1， 
也 就 是 指示 器 随机 变量 。 我 们 设 这 个 指示 器 随机 变量 为 Xj,x 吧 。” 


Lo 












































































































































2 1 元 素 7 和 元 素 被 比较 时 
罗 10 ”元素 ;和 元 素 上 未 被 比较 时 












































“指示 器 随机 变量 …… 嗯 …… 我 们 以 前 用 它 表示 过 抛 硬币 时 出 现 正 
面 的 次 数 吧 。” 




























































































识 ， 我 们 不 用 解 递 推 公 式 就 能 评估 “总 比较 次 数 的 期 望 " 。 因 为 总 比较 次 
数 等 于 两 个 元 素 的 比较 次 数 的 总 和 ， 在 这 里 就 该 





“是 的 。 指 示 器 随机 变量 这 一 工具 便于 计数 。 利 用 迄今 为 止 学 到 的 知 



































































































































:和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ， 

















大 显 身 手 了 。" 米尔 嘉 说 。 
戎 望 的 线性 法 则 。” 理 纱 补充 道 。 





















































10.4.4 期望 的 线性 法 则 

米尔 嘉 继 续 讲 解 。 

“ 设 表示 “元 素 的 总 比较 次 数 ” 的 随机 变量 为 X， 表 示 “ 元 素 7 和 元 
素 天 的 比较 次 数 " 的 指示 器 随机 变量 为 Xj,i。 这 样 ，XX 就 可 以 分 解 为 
Xj 的 和 。 也 就 是 所 有 满足 1<j<k<n 的 7j、 上 组 合 的 和 。” 
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我 一 二 n 
X= >， Xjk Xs 的 和 表示 六 
IJ=1 k=j+1 
一 1 n 
EIX] = 如 | Xn| 对 等 式 两 边 取 期 望 
j=1 K 一 9 十 1 
nn—1 条 
= B| >》 Xs 根据 期 望 的 线性 法 则 
j=1 大 一 7 十 1 
强 一 上 也 
B [Xj,k] 根据 期 望 的 线性 法 则 
j=1 k=j+1 








“EE[X] 可 以 像 这 样 表示 成 B[Xj4] 的 和 。 所 以 我 们 只 需 调查 Xj 的 
期 望 即 可 。 这 里 Xj 为 指示 器 随机 变量 这 一 点 就 变 得 至 关 重 要 。 因 为 







































































“指示 器 随机 变量 的 期 望 等 于 概率 ， 





总 是 成 立 。” 


10.4.5 指示 器 随机 变量 的 期 望 等 于 概率 
通过 期 望 的 定义 ， 我 们 不 难得 出 指示 器 随机 变量 的 期 望 等 于 概率 这 



















































































E[Xjxr]=0:Pr(Xjx=0)+1:Pr(Xjx = 1) 期 望 的 定义 
= Pr(Xjx = 1) 乘 0 的 项 消失 





























也 就 是 说 ， 期 望 [Xjxk| 一 定 等 于 Xjx==1 的 概率 。 因 为 Xjx 是 
指示 右 随 机 变量 ， 它 表示 元 素 7 和 元 素 有 是否 相 互 比较 ， 所 以 我 们 能 这 






































[Xjk] = 元 素 7 和 元 素 k 相 互 比较 的 概率 
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接着 求 “ 元 素 ; 和 元 素 天 相互 比较 的 概率 ” 吧 。 实 际 上 ， 我 们 只 要 思 
湖 “ 什 么 情况 下 元 素 7 和 元 素 开 会 被 比较 ”这 一 问题 的 答案 就 能 立刻 得 出 
下 下 的 结果 。 
“元 素 7 和 元 素 相互 比较 的 概率 ” 
二 “在 大 于 等 于 7 小 于 等 于 的 元 素 中 ， 
ij 或 者 最 先 被 选 为 枢纽 项 时 的 概率 ” 
也 就 是 说 ， 只 要 求 从 大 于 等 于 7 小 于 等 于 的 一 了 十 1 个 元 素 中 选 
取 j 或 者 上 的 概率 就 可 以 了 。 这 很 简单 。 
OG), jg ha=1, 人) 
一 
k 一 j 十 1 个 
我 们 把 它 想象 成 一 个 写 有 jj 十 1,… ,一 1, kk 这 些 数 并 拥有 “k 



























































j 十 1 个 格子 ”的 轮 盘 吧 。 每 旋转 一 次 这 个 轮 盘 ， 结 果 为 ;或 者 上 的 概率 


是 多 少 ? 答案 当然 是 一 












































选取 j 或 者 k 的 情况 数 (2) 2 
所 有 情况 数 (k 一 j 十 1) kj+1l 





























因此 下 面 的 式 子 成 立 。 




















2 
KK 一 7 十 1 





[Xj,k] = 元 素 j7 和 元 素 k 相 互 比较 的 概率 = 


























现在 我 们 回 到 “和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 ”。 














k 在 j 











的 范围 





























































































































10.4 图 书 室 455 
n—1 n 
百人 =》 ， >》 五 [Zn 
j=1 k=j+1 
n—1 n 2 
=> >， 巨 [Xj,k] 为 概率 
j=1 k=j+1 Rt 
n—1 n 
1 
二 
rr 
1 kn 的 范围 内 移动 时 , R 一 7 十 1 在 2 入 有 一 7 十 工 乞 允 一 7 十 1 
内 移动 ， 所 以 设 m = 一 7 十 1， 我 们 能 得 出 下 面 这 个 式 子 。 
n—ln—j+1 1 
上 -一 
ES 
也 一 工 亿 一 9 十 1 1 1 
?二 > 高 ~) 转化 为 从 1 开始 的 和 的 形式 
j= m= 
n—1 
=2>》 (Haj+i—1) 用 娘 , 表示 
学 一 骨 
n—1 n—1 
= Wm 
j=1 j=1 
n—1 
=2》 Hj — 2(n—1) 
j=1 
j 在 1<j<n 一 1 的 范围 内 移动 时 , n 一 j 十 1 在 2<n 一 j 十 1<n 的 范围 
内 移动 ， 所 以 设 4 = 二 =n 一 j 十 1， 我 们 能 得 出 下 面 这 个 式 子 。 
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X=25 Han -1) 


= 
=2(H2+ Hs3+:…+ Hn)—2n+2 





— 
n 一 1 个 


=2n— DH, -2n+i+2 
2N: Hn =2Hn = 208+ 2 
= O(n.: Hn) 

= O(nlogn) 





























至 此 ， 我 们 着 眼 于 随机 快速 排序 中 的 比较 过 程 ， 利 用 “期 望 的 线性 
法 则 "与 “指示 器 随机 变量 的 期 望 等 于 概率 " 这 两 个 结论 ， 完 成 了 对 期 记 
的 阶 评估 。 





































































































EI[X| = O(n logn) 








诅 








随机 快速 排序 的 总 比较 次 数 的 其 


Em 


至 多 为 nlogn 阶 。 








10.5 ”休闲 餐厅 


10.5.1 各 种 各 样 的 随机 算法 
“除了 RANDOM-WALK-3-SAT 、RANDOMIZED-QUICKSORT， 
有 其 他 种 类 的 随机 算法 吗 ? ” 泰 采 拉 问 。 

我 们 正在 车 站 前 的 休闲 餐厅 吃 晚餐 。 
“有 无 数 种 随机 算法 。” 米 尔 嘉 回答 ,“ 其 中 最 容易 理解 的 是 以 把 握 整 
体 为 目的 的 随机 算法 。 当 研究 对 象 过 于 庞大 ， 我 们 难以 把 握 整 体 时 ， 为 
了 对 研究 对 象 有 一 个 整体 上 的 认识 ， 我 们 可 以 进行 随机 抽样 。 也 就 是 用 




















St 
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较 少 的 运行 步 数 尽 可 能 地 把 握 对 象 整体 。 
































“就 像 是 先 把 汤 搅 勺 再 去 符 味 道 那样 吧 。 









































“也 有 以 回避 最 坏 情 况 为 目的 的 随机 算法 ， 随 机 快速 排序 就 是 这 种 算 
法 。 如 果 选 取 国定 的 枢纽 项 可 能 会 陷入 最 坏 的 情况 ， 因 些 该 算法 改 用 随 













































































机 选取 枢纽 项 的 办 法 。” 









































“原来 如 此 。” 
“也 有 以 得 
算法 以 位 数 很 大 的 整数 作为 输入 ,判断 输入 是 否 为 质数 ， 输 出 的 结果 为 


出 大 量 证 据 为 目的 的 随机 算法 ， 比 如 概率 质数 测试 。 该 





























一 定 是 合 数 ' 或 “可 能 为 质数 "。 
8 个 …… 可 能 这 个 词 从 数学 角度 来 看 合适 吗 ?” 









































“我 觉得 认真 评估 失败 概率 是 非常 重要 的 。 我 说 ,“ 也 就 是 我 们 不 应 





该 只 是 指出 “会 有 失败 的 可 能 性 ` ， 还 要 评估 失败 概率 最 多 为 多 少 。 



















































































“如 果 得 出 “可 能 为 质数 ” 这 个 结果 ， 我 们 是 可 以 花 时 间 去 作 严 密 的 
质数 检测 的 。” 









































这 种 工科 的 而 


米尔 需 说 ,“ 这 就 是 要 取得 花费 时 间 与 算法 严密 性 的 平衡 。 
究 方 式 没有 任何 坏处 。” 

















“Trade-off， 抉 择 。” 


























理 纱 说 。 




















“会 议 的 事情 你 准备 得 怎么 样 了 ? ”我 问 泰 条 拉 。 












































“ 喝 …… 我 原本 打算 介绍 冒 泡 排序 和 快速 排序 的 。” 泰 条 拉 说 ,，“ 不 过 



































现在 还 想 介 绍 从 米尔 嘉 学 姐 那 儿 听 到 的 随机 快速 排序 ! ” 
“ 译 ， 还 要 增加 内 容 吗 ? 报告 的 时 间 不 会 不 够 用 吗 ? ” 
能 增加 一 些 时 间 吗 ?” 泰 条 拉 看 问 邻 座 的 理 纱 。 






























































“办 不 到 。 











” 理 纱 简洁 地 回答 。 





“说 的 也 是 啊 ……” 


























文字 。 理 纱 说 。 
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‘ 





























啊 ， 是 啊 。” 我 说 ,“ 只 要 把 详细 的 式 子 变 形 以 及 来 不 及 充分 说 明 的 
部 分 印 在 讲义 上 ， 分 发 给 会 场 的 人 就 可 以 了 啊 。 
“原来 如 此 !1” 泰 条 拉 说 ,“ 就 像 是 给 听众 写 信 一 样 


不 过 ， 这 个 准备 起 来 感觉 很 辛苦 的 样子 。" 



































WW 
对 
二 
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“ 泰 条 拉 在 听众 面前 说 话 不 会 紧张 吧 。” 我 说 。 



































































































































































































































































































































“不 是 不 是 ! 我 超级 容易 紧张 ! 不 过 这 次 听众 只 有 十 几 位 初中 生 对 
吧 ? 这 样 的 话 我 应 该 没 问题 。” 

“房间 也 定 下 来 了 吗 ? ”米尔 嘉 问 理 纱 。 

“我 看 看 。 理 纱 立刻 打开 电脑 操作 起 来 。 

“ 认 ? 这 也 能 查 到 吗 ?” 

“ 理 纱 已 经 把 电脑 连 上 图 书馆 系统 了 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 

“Iodine。” 理 纱 看 着 显示 屏 回答 道 。 

“ 哦 …… 在 会 场 作 报告 啊 。” 

“会 、 会 场 ?” 泰 条 拉 吃 了 一 惊 。 

“听众 增加 。” 理 纱 说 。 
10.6” 双 仓 图 书馆 
10.6.1 Iodine 

会 议 当天 的 早晨 。 

天 气 预 报 明明 是 上 晴天， 不 巧 ， 天 空 正 下 着 小 雨 。 

我 、 泰 打 拉 还 有 尤 里 三 人 走 进 双 仓 图 书馆 的 正门 ， 理 纱 已 经 在 等 






























































我 们 了 。 
“那个 ,会场 在 ……? ”我 间 。 
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“这 边 。” 理 纱 引导 我 们 。 

“那个 特别 帅气 的 图 书 管理 员 2 在 哪 呢 。” 

“ 那 边 。” 顺 着 理 纱 的 视线 ， 我 看 到 一 位 身材 挺拔 的 男士 正在 整理 书架 。 

“ 瑞 谷 先生 。” 理 纱 说 。 

“ 族 ?” 我 有 些 惊 讶 ,，“ 瑞 谷 先生 是 瑞 谷 女 史 的 ……” 

“弟弟 。” 理 纱 说 。 

“ 认 府 认 译 ? ”我 们 惊讶 地 叫 出 声 来 。 

“他 也 好 高 啊 。” 尤 里 看 着 瑞 谷 女 史 的 弟弟 说 ，“…… 性 其 实 对 自己 
的 身高 心里 是 有 数 的 吧 。” 

万 里 一 边 说 着 ， 一 边 抚摸 自己 的 额头 。 

“说 起 来 ， 米 尔 嘉 大 人 呢 ?” 尤 里 问 。 

“我 不 是 说 了 米尔 嘉 不 在 嘛 。” 我 说 ,“ 她 明天 才 回 日 本 。” 

“ 认 一 -” 尤 里 有 些 不 满 。 

“……” 泰 琳 拉 从 早晨 开始 一 名 话 也 没 说 。 

“在 紧张 吗 ?” 我 问 泰 休 拉 。 

“没关系 …… 我 已 经 把 要 讲 的 东西 都 写 下 来 了 …… ” 泰 打 拉 把 一 肥 
稿子 给 我 看 。 不 过 她 的 状态 怎么 都 不 像 没 问题 的 样子 。 


10.6.2 ”紧张 


名 为 Iodine 的 会 场 9 


















































lu 


己 经 聚集 了 不 少 初 




















E 和 高 中 生 


















































































































































“这 人 么 多 人 …… ”和 秦 条 拉 环 视 会 场 感叹 道 。 
虽说 会 场 不 是 那 种 大 讲 党 ， 可 是 泰和 打 拉 
进行 ， 看 到 这 么 大 的 阵势 ， 难 免 有 些 慨 张 。 
会 场 中 正在 举行 面向 初 高 中 学 生 的 研讨 会 。 
@ 在 《数学 女孩 3: 可 德尔 
的 图 书 管理 员 。 一 一 译 者 注 
































原本 以 为 报告 是 于 小 教 室 -下 


F 午 的 安排 是 先 





















































大 学 




















德尔 不 完备 定理 》10.1.1 节 ， 一 行人 在 双 仓 图 书馆 前 台 遇 到 英俊 
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老师 进行 演讲 ， 泰 洲 拉 作 报 告 。 
老师 在 合 上 讲 离散 数学 的 时 候 ， 泰 条 拉 在 合 下 紧张 地 浏览 稿子 。 
过 了 一 会 儿 ， 讲 堂前 的 屏幕 显示 出 “快速 排序 ”这 几 个 字 。 终 于 要 到 
泰 条 拉 作 报告 了 。 
她 离开 座位 ， 走 向 讲台 ， 在 讲台 上 差 一 点 控 倒 。 我 不 由 得 起 身 想 要 
去 扶 她 ， 好 在 她 没有 摔 倒 ， 但 是 手 里 的 稿子 撒 了 一 地 ， 她 慌忙 拾 起 稿子 
整理 整齐 。 我 也 跟着 提心吊胆 地 都 不 敢 看 全 上 。 



















































































































































































































































































也 鞠 了 一 身后 ， 台 下 响起 稀 稀 落 落 的 掌声 。 
天 ， 我 要 讲 的 是 …… ” 
泰 打 拉 的 声音 突然 止 住 了 。 

















号 













































































我 知道 泰 条 拉 拼 命 地 想 诗话 ， 但 她 怎么 也 发 








济 
ea 
二 
得 
营 
[ul 
这 
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台 还 很 安静 的 会 场 逐 渐 嘲 杂 起 来 。“ 怎 么 回 事 啊 ”3) 
语 在 会 场 中 扩散 开 来 。 泰 末 拉 僵 在 台 上 一 动不动 。 
我 也 变 得 焦躁 不 安 。 
“哥哥 ， 泰 条 拉 正 在 台 上 为 难 啊 。” 尤 里 小 声 说 。 
尤 里 不 说 我 也 知道 ， 但 是 我 又 不 能 去 讲台 上 帮助 泰 条 拉 。 
这 时 一 一 
伴随 着 柑橘 系 的 苍 香 ， 身 后 传 来 一 
“ 泰 末 拉 正 为 难 着 呢 ， 理 纱 !” 
我 一 回头 ， 况 然 是 米尔 嘉 ! 
“处 理 中 。” 理 纱 一 边 打开 膝 上 的 笔记 本 电脑 ， 一 边 回 答 。 


六 
葵 
下 
吉 
对 
Ba 
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NH 


里 纱 敲 了 下 键盘 。 
与 此 同上 时， 一阵 像 音 义 一 样 尖锐 的 声音 响 彻 会 场 。 












































AH 





里 纱 又 敲 了 下 键盘 。 
泰 末 拉 身 后 的 大 屏幕 “ 咯 ” 地 切换 为 “请 安静 ”三 个 大 字 。 
大 家 的 视线 回归 到 屏幕 上 。 
会 场 的 喧闹 也 逐渐 平静 下 来 。 











































































































理 纱 次 殴 击 键盘 。 
屏 































































































到 F 和 2 回 原来 的 画 日 | 。 
“ 泰 采 拉 ! ” 理 纱 用 微微 沙哑 的 声音 喊 道 。 
“Continue!” 


10.6.3 ”报告 

泰 条 拉 深 吸 一 口气 然后 继续 报告 。 
“出 了 一 些 状 况 ， 非 常 抱歉 。 接 下 来 我 要 讲 的 是 随机 快速 排序 …… 

她 的 声音 非常 平稳 。 

我 也 从 心底 松 了 一 口气 。 

找 回 状态 的 泰 条 拉 ， 简 洁 明 快 地 讲解 完 术语 ， 便 开始 讲解 算法 的 浙 
近 分 析 。 她 没有 过 分 依赖 数学 公式 ， 举 了 很 多 具体 的 例子 ， 报 告 进行 得 
民 顺 畅 。 
会 场 内 的 学 生 们 刚 开 始 还 有 些 迷 茫 ， 但 不 久 他 们 就 被 泰 琳 拉 说 明 
的 关键 句子 吸引 了 。 











































































































































































































Ss 









































“示例 是 理解 的 试金石 。” 
“我 们 要 从 理所当然 的 地 方 开始 思考 问题 。 
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“通过 导入 变量 进行 一 般 化 。 


“明确 前 提 条 件 的 定量 评估 。 













































































泰 洲 拉 还 在 报告 中 实际 演示 了 算法 的 运行 过 程 。 她 在 讲 合 
































出 微笑 。 
“因此 ， 我 们 能 得 出 
































“比较 不 会 横 跨 左右 翅膀 进行 ， 





这 一 结论 。” 

















泰 休 拉 这 样 说 着 ,全 下 的 听众 纷纷 点 头 。 








和 不 






































如 此 ”的 听众 ， 也 有 认真 记 笔记 的 听众 。 





























“期 望 的 线性 法 则 。 
“和 的 期 望 等 于 期 望 的 和 。 
“指示 器 随机 变量 的 期 望 等 于 概率 。 


“指示 器 随机 变量 是 用 于 计数 的 工具 。 
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主 地 说 上 








上 “原来 














滔滔 不 绝 的 秦 条 拉 已 然 忘 记 了 紧张 ， 她 讲解 音 









































光 。 讲 堂 里 的 听众 也 都 沉 漫 在 泰和 打 拉 的 报告 中 。 








10.6.4 传达 
就 这 样 ， 随 机 快速 排序 的 说 明 到 此 为 止 。 



































， 大 大 的 眼睛 内 着 亮 















































数学 不 仅仅 是 解雇 我们 面临 的 问题 。 











在 最 后 一 点 时 间 里 ， 请 让 我 谈 一 谈 学 习 数 学 的 感受 。 












































想 要 努力 理解 不 明白 的 东西 、 复 杂 的 东西 、 












































同样 非常 重要 。 提 出 问题 ， 再 动手 动脑 解决 问题 也 








交 了 网 品 


党 重要 的 。 





的 东 








的 动机 
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在 这 过 程 中 
































， 我 经 党 会 有 惊奇 的 发 
排序 本 是 为 了 让 错乱 的 元 

















井然 有 序 ， 而 随机 快速 排序 这 












































会 用 到 随机 选择 ，3 
惊讶 传递 给 在 座 世 

















奇 了 。 而 我 也 想 提 
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很 久 很 久 以 前 的 数学 家 ， 


想 



































全 图 书馆 的 小 理 纱 …… 在 准 











， 我 得 到 了 很 多 帮助 ， 











抱 车 ,我 、 
在 最 后 ， 



























































声 谢谢 。 























我 想 





rt 
= 
汞 

性 
木 
还 
si 
Rh 
\NN 
I 

| 


























大 家 知 








道 散布 尼 

















21 世纪 的 计算 机 。 即 便 
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感谢 近代 的 类 








































































































央 在 如今 的 计 4 



































即便 莱 布 尼 荡 离开 了 这 个 
身 处 现代 的 我 们 。 














数学 ， 我 们 





我 今 3 





























的 数学 ， 穿 越 时 空 生 
: 足 道 的 报告 传达 给 大 家 。 


























KR 将 这 
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大 家 将 自己 学 习 的 数学 传达 给 身边 的 人 。 























将 数学 的 











“数学 ， 


















































请 让 我 用 这 人 句 话 结 





























喜悦 传递 下 去 。 
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谢谢 各 位 的 聆听 。 

















台 上 深 深 地 鞠 了 一 射 。 

台 下 爆发 出 热烈 的 掌声 ! 

“ 啊 ， 对 了 ， 还 有 一 件 事情 。” 泰 条 拉 在 台 上 慌张 地 摆手 ， 想 让 大 家 信 

下 来 ,“ 大 家 一 起 试 着 做 一 下 数学 爱好 者 的 手势 一 斐 波 那 契 手势 吧 ?” 
说 着 泰 采 拉 夸张 地 挥 着 手 。 
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山 叫 
































































































































1 3, 
会 场 中 的 大 家 举 手 回应 。 

5 
接着 ， 人 台 下 再 一 次 爆发 出 热烈 的 掌声 ! 



























































在 一 


-下 














热烈 的 气氛 中 ， 泰 条 拉 结 束 了 报告 。 


10.6.5 Oxygen 














































































































“ 啊 ， 我 在 台 上 真是 急 得 焦头烂额 啊 。” 泰 条 拉 说 ,， “当时 我 头脑 一 片 

“练习 不 足 。” 理 纱 一 边 喝 着 奶茶 一 边 说 。 

我 们 正 聚 在 双 仓 图 书馆 三 层 的 咖啡 餐厅 Oxygen 一 一 氧 ， 现 在 正 是 
午餐 时 间 。 窗 外 的 雨 已 经 停 下 ， 云 际 间 透 出 蓝天 。 






































“不 是 很 好 地 救 场 了 嘛 。 米尔 过 说 。 
“ 连 斐 波 那 契 手势 也 做 了 呀 。 我 说 。 

“ 啊 啊 ! 我 真是 太 紧 张 了 。 下 午 我 想 悠 用 地 度 过 ， 不 过 下 午 好 像 还 在 
很 有 趣 的 研讨 会 。 泰 洲 拉 一 边 翻 着 宣传 单一 边 说 。 
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“倒是 有 不 少 面向 初中 生 的 研讨 会 ……” 尤 里 一 边 四 处 张望 一 边 说 ， 
她 一 副 心 神 不 定 的 样子 。 
在 我 们 吃饭 聊天 的 时 候 ， 总 有 素 未 谋面 的 人 向 泰 打 拉 搭 话 。 不 仅 丰 
日 本 的 学 生 ， 还 有 来 自 中 国 的 男生 和 来 自 瑞典 的 女生 ， 他 们 都 拿 着 泰 杀 












































































































































































































































是 啊 一 一 数学 不 仅 能 穿越 时 空 ， 还 能 跨越 国境 。 
来 自 瑞 典 的 女生 金发 亲眼 ， 像 娃娃 一 样 可 爱 ， 我 不 禁 看 得 入 了 述 。 
她 用 英语 与 泰 琳 拉 交 流 ， 泰 洒 拉 也 认真 地 用 英语 回答 。 

“ 泰 洒 拉 你 真 厉害 啊 。 女生 离开 后 我 说 。 
“用 英语 交流 倒是 没 问 题 ， 但 是 我 对 数学 的 理解 没有 跟 上 啊 。 泰 
洒 拉 脸 涨 得 通红 ,“ 米 尔 嘉 学 姐 ， 刚 刚 那 位 女生 提 到 的 probabilistic 
analysis of algorithms 与 analysis of randomized algorithms 的 区 
别 是 什么 呢 ?” 

“比如 ,” 米 尔 串 说 ,“ 在 假设 输入 服从 某 种 概率 分 布 的 前 提 下 研究 该 
输入 的 算法 的 运行 时 间 叫 作 probabilistic analysis of algorithms ， 即 
算法 概率 分 析 。 与 之 相对 应 ， 在 analysis of randomized algorithms， 
也 就 是 随机 算法 分 析 中 ， 我 们 无 须 假 设 输入 的 概率 分 布 。 你 报告 中 提 到 
的 随机 快速 排序 就 是 一 种 随机 算法 分 析 。” 
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“话说 回来 Iodine 是 什么 意思 ?” 
“ 咽 …… 就 是 英语 中 的 男 一 个 I。” 泰 打 拉 人 微笑 着 说 。 


“ 另 一 个 1?” 






































“Iodine 是 砚 ， 元 素 符 号 为 I。” 
“ 啊 啊 ， 是 这 么 回 事 啊 。” 


泰 末 拉 的 表情 忽然 变 得 严肃 起 来 。 
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“ 谈 到 超越 自己 的 生命 ， 将 思想 传递 下 去 的 方法 时 
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了 “论文 '。” 泰 条 拉 说 ， 





教育 。 人 们 可 以 将 知识 
人 们 训 
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米尔 嘉 学 姐 提 到 














“但 我 觉得 除了 论文 之 外 还 有 其 他 的 7 



































六 法， 比如 





























传授 给 其 他 人 ， 其 他 人 再 把 知识 传授 给 其 他 人 ， 
















































































“怎么 了 万 里 ， 你 没 
田 
Ls 


思想 传递 给 别人 真 的 办 得 到 吗 ?” 尤 里 奔 拉 着 肩膀 说 ,“ 真 的 能 将 














i 可 以 像 这 样 把 思想 传递 到 永远 。” 
I ”米尔 嘉 抱 着 用 膊 若 有 所 思 。 
“0 玫 尤 里 叹 了 一 口气 。 
什么 精神 啊 。 














































































































情 与 远方 的 人 连接 起 来 吗 ……” 











































































































































































































“能 的 。 泰 洒 拉 说 ,“ 距 离 并 不 是 问题 。 语 言 有 绝对 的 力量 。 

这 时 万 里 “ 啊 ” 地 抬 起 头 ， 回 四 周 张望 。 

不 知 何 处 传 来 喊 万 里 的 声音 。 

迫 着 尤 里 的 视线 ,我 看 到 别 的 保 子 上 有 一 位 初中 生 模 样 的 男生 下 向 
我 们 这 边 挥 手 。 




















“什么 啊 ， 既 然 来 了 就 说 一 声 啊 ……” 
说 着 尤 里 站 起 身 向 男生 的 桌子 那 边 走 去 。 































































































































































































“ 毕 况 是 亲 过 额头 的 关系 …… ”和 泰 末 拉 小 声 说 。 
亲人 额头 ?” 
10.6.7 庭园 
在 咖啡 餐厅 吃 过 午饭 ， 我 与 米尔 嘉 两 人 来 到 庭园 里 。 
雨 后 的 空气 格外 清新 。 
“你 的 表情 就 像 是 万 里 的 父母 一 样 啊 。 米尔 嘉 说 。 
“你 回来 了 啊 。” 
“我 提前 了 一 天 。” 米 尔 亮 紧 紧 握 住 我 的 手 说 。 











的 时 间 。 



































J。” 米尔 嘉 皱 了 争 慎 。 























10.6 














相 阿 3 














“我 虽然 现在 


了 





人 


这 种 时 候 我 该 说 些 什么 好 呢 ? 
































E 还 

















我 也 不 知道 











人 29 
? 








于 沉默 不 太 好 1 




















无 法 和 你 约定 什么 ,但 总 在 
说 什么 好 ， 头 脑 
“你 什么 都 不 明白 














wel 











, 


























' 乱 作 一 团 。 


。 米尔 嘉 叹 了 口气 说 。 











“你 的 存在 是 一 一 ” 


“存在 ? 77 


“没什么 。 米尔 嘉 阅 着 错开 视线 。 























天 我 会 定 下 约定 的 。 我 保 订 








FE。 我 说 。 





“高 阶 约定 啊 。 那 么 ， 作 为 约定 的 预支 一 一 ” 


























































































































， 又 靠近 了 一 步 。 
































我 春 春 吐 叶 说 不 出 话 来 























的 意思 吗 ?” 


“你 马上 就 知道 了 。” 她 说 着 把 脸 竣 了 上 来 。 


米尔 嘉 近 在 从 








亚 必 


fF 说 的 眼 瞳 。 











民 5 








我 很 开心 : 


双 仓 
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她 戴 着 











金属 框 眼 镜 ， 眼 镜片 泛 着 蓝光 。 深 处 是 她 
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“ 没 错 ， 用 不 了 一 分 钟 。 











10.6.8 约定 的 印记 


分 钟 后 。 
































泰 打 拉 来 到 了 庭园 。 

“学 长 学 姐 ! 你 们 在 这 儿 啊 。 啊 ， 好 漂亮 的 彩虹 。” 
后 的 天 空 万 里 无 云 ， 蓝 天 上 浮现 彩虹 。 
“下 午 的 研讨 会 要 开始 了 哦 !” 

我 向 着 双 仓 图 书馆 迈 出 一 步 。 

本 头 仰望 天 空 ， 彩 虹 清 晰 可 见 。 





























-可 
















































































“彩虹 是 约定 的 印记 。” 














架 在 空中 的 彩虹 桥 ， 一 眼 望 去 像 是 约定 的 印记 。 


























梅雨 季节 就 要 结束 了 。 
即将 到 来 的 是 一 一 炎热 的 夏天 。 














10.6 双 仓 图 书馆 ”469 




















随机 算法 (randomized algorithm ) 的 概念 

自 诞生 起 已 经 有 30 年 的 历史 。 

在 算法 理论 的 领域 中 ， 

随机 算法 已 经 彻底 取得 了 公民 权 。 

仅 从 算法 的 角度 来 看 ， 

如 今 把 随机 算法 划分 进 算 法 是 理 所 应 当 的 。 

但 在 实用 算法 的 世界 中 ， 

很 难说 随机 算法 的 效果 与 价值 已 经 得 到 了 充分 的 认识 。 
一 一 玉木 久 夫 《随机 算法 2 生 




















“老师 ! " 少女 跑 进 办 公 
“怎么 了 9” 我 从 文件 


“今天 我 来 出 题 1 ” 


HM 





























et 
也 六 
上 
尚 
77 
Q 








陪 





售卖 点 A 和 售卖 点 B 两 个 地 方 在 卖 彩 票 。 


























“在 数学 上 无 意义 。” 我 立即 回答 ， 我 才 不 会 上 这 种 当 。 
“不 过 ， 这 个 传言 是 真 的 ! " 少女 窃 笑 不 止 。 

“不 可 能 ， 难 道 有 什么 不 正当 的 行为 ?” 

“ 虽 嘿 ， 不 对 哦 。 实 际 上 ， 和 售卖 点 A 相 比 ,售卖 点 B 售卖 的 彩票 
































































































































张 数 更 多 ! 售卖 点 卖 出 的 彩票 张 数 越 多 ， 在 那个 售卖 点 出 现 中 奖 彩 票 的 
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概率 就 会 变 得 越 高 哦 ， 老 师 。 

“ 那 每 个 彩票 的 中 奖 概率 不 也 没有 变 高 吗 ?” 

“而 且 啊 ， 误 会 了 这 个 传言 的 人 们 又 会 在 售卖 点 B 买 更 多 的 彩票 ， 
结局 就 是 在 售卖 点 B 中 奖 的 概率 越 来 越 高 。” 















































































































































“偶尔 有 这 样 的 小 仪 俩 也 没什么 吧 ? ”少女 再 一 次 偷 笑 起 来 ,“ 所 以 说 
老师 ， 你 有 新 的 卡片 吗 ?” 
























































“被 改动 过 一 个 数 的 随机 数 表 ， 还 能 称 作 随 机 数 表 吗 ?， 




















这 个 ?” 

“你 知道 随机 数 表 吗 ?” 
80058967702975968514 
58277217660815622361 
52899207501016898967 
351946298977118363922 
94865847545157944199 
40497350138262038775 
35631348722038551848 
29384590760295460640 
18705614726615931802 
587103584661619567 























“当然 知道 啦 ， 随 机 数 表 是 由 随机 排列 的 数 构成 的 表 对 吧 ? 咽 …… 
中 丸 为 是 随机 排列 的 数 ， 所 以 就 算 改 写 一 个 数 也 可 以 称 作 随 机 数 表 吧 ?” 
“你 的 意思 是 即便 随机 数 表 中 有 一 个 数 被 改写 了 ， 它 仍然 是 随机 数 表 ? ” 



























































































































































“那么 ， 已 经 有 一 个 数 被 改写 了 的 随机 数 表 一 一 即使 我 们 再 改写 





























个 数 ， 这 个 数 表 还 是 随机 数 表 唆 ?” 
“ 吧 ……” 少女 有 些 困惑 。 
“也 就 是 说 ， 无 论 随机 数 表 有 多 少 个 数 被 改写 ， 它 仍然 是 随机 数 表 。 
条 言 之 ， 我 们 可 以 把 任意 数 表 称 为 随机 数 表 。” 
“ 蝶 听 昵 ……” 少女 小 声 哪 喇 着 陷入 沉思 。 
“ 回 家 慢 慢 想 吧 。 你 看 ， 雨 已 经 停 了 。 
“… 呐 ， 老 师 ， 我 们 先 把 随机 数 放 一 边 。” 少女 一 边 用 手指 摆弄 
卡片 一 边 说 ,“ 老 师 您 在 课堂 上 经 常 说 “示例 是 理解 的 试金石 对 吧 ?” 
“是 啊 。 试 金石 原本 指 鉴定 贵金属 所 用 到 的 黑色 石头 。 现 在 我 们 用 斌 
比喻 评价 这 一 行为 ， 评 价 也 可 以 说 是 测试 。* 示 例 是 理解 的 试 金 
石 ' 这 句 话 的 用 意 是 让 大 家 试 着 举 出 具体 的 例子 。 也 可 以 说 是 通过 具体 
的 例子 来 测试 你 是 否 真正 的 理解 了 。” 
“老师 …… 对 于 我 来 说 ， 真 正 的 测试 在 哪里 呢 ?” 
“真正 的 测试 ?” 
只 要 通过 了 这 个 测试 ， 前 方 就 没什么 难关 了 一 一 就 是 像 这 样 的 测 
试 。 高 考 这 个 试金石 并 不 能 测试 我 能 否 一 帆 风 顺 地 活着 吧 ? ” 
“高 考 就 是 高 考 ， 不 过 是 为 了 进入 大 学 的 选拔 考试 而 已 。” 
“我 能 一 帆 风 顺 地 活着 吗 ……” 
女 露出 前 所 未 有 的 认真 表情 。 
我 觉得 我 有 必要 认真 回答 她 ， 可 教师 能 做 到 的 微 平 其 微 。17 岁 少女 
的 “问题 " 的 “答案 ”还 需要 本 人 去 找到 。 
“老师 在 高 中 时 代 也 思考 过 类 似 的 问题 哦 。” 
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“ 另 ， 我 们 一 样 的。 
“老师 ， 上 了 年 纪 的 话 ， 我 也 会 话 得 轻松 吗 ?” 
“ 喂 喂 和 不 要 把 人 说 的 像 大 叔 一 样 啊 。 
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少女 自 言 自 语 地 说 道 : 
“ 生 于 这 个 世界 ， 该 怎样 利用 属于 自己 的 时 间 呢 ? 应 该 去 做 些 什 么 
呢 ? 我 喜欢 数学 ， 也 打算 认真 准备 高 考 ,， 但 是 在 高 考 之 后 又 有 什么 等 着 
我 呢 ? 没有 人 来 告诉 我 答案 。 读 书 ， 思 考 ， 我 越 学 习 就 越发 觉 自 己 所 知 
= 老师 ， 如 果 我 能 顺利 升 入 大 学 ， 进 入 公司 ， 出 色 完 成 工作 ， 和 
优秀 的 男性 邂逅 ， 这 样 我 的 烦恼 就 会 消解 吗 ?” 






























































































































































































































































































































































“老师 ， 您 庆幸 自己 成 为 教师 吗 ?” 
“ 嗯 。 老 师 我 喜欢 传道 授 业 ， 也 喜欢 数学 。 尤 其 喜欢 与 学 生 进 行 数 
学 “对 话 '， 享 受 认真 提 间 与 认真 回答 的 过 程 。 为 什么 人 类 上 百年 上 干 


FE 持续 不 断 地 癌 数 学 贡献 力量 、 传 道 授 业 ， 现 在 老师 觉得 自己 稍微 能 
解 了 。” 
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“穿越 时 空 y 这 人 么 说 来 我 们 正 触及 “永远 ' 啊 ， 老 师 。” 
“ 没 错 。 我 们 正 触及 永远 一 通过 现在 ， 触 及 永远 。” 
“是 啊 ! 珍惜 现在 啊 ! 老师 ， 我 现在 充满 活力 了 1 ” 

“ 啊 一 一 我 也 有 干劲 了 。” 
“ 啊 哈 ， 我 第 一 次 听 到 您 称呼 自己 的 时 候 没 用 “老师” 呢 。 
























































































































































“ 哦 ， 是 吗 ?” 
“我 还 会 再 来 的 ， 老 师 。” 
L193 因 39 

YN OD 














少女 离开 办 公 室 没 多 久 ， 又 回来 了 。 
“老师 ， 我 发 现 了 新 的 解 !” 


“你 指 什么 ?” 








| 


(a 











4 











新 的 解 ?” 








“刚才 的 随机 数 表 啊 。' 被 改动 过 一 个 数 的 随机 数 3 
吗 ?，” 





























A 三 柱 
日 从 起 件 ? 


















































上 说 ,” 少女 笑 








“其 实 随机 数 表 这 种 


将 说 道 , “也许 “是 否 为 




















东西 根 


全 、 





























i 是 错 的 。 也 许 我 介 





























路， 





数 表 随机 程 


三 
之 




















， 今 天 的 


] 应 该 像 "这 个 随 习 


老师 1!” 








“对 话 ” 大 概 就 是 这 





























地 哆 着 手指 ; 


4 1s 






































我 挥 














了 教师 办 公 室 。 












































My。 












































\ 铂 [ 损 
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我 不 自觉 地 抬 起 头 。 
雨 已 经 停 了 。 




















E 的 孩 




















湛蓝 湛蓝 的 晴空 上 挂 这 














女 的 学 习 之 路 、 人 生 
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长 ， 还 能 称 作 随 机 





本 不 存在 。” 





随机 数 表 ” 这 甩 
iL 数 表 的 随机 程度 是 怎样 的 ?” 








二 选 一 的 























感觉 。 谢 谢 老师 。 




















道路 充 


上 














一 一 约定 的 彩虹 。 


梦想 与 希 上 = 网 
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El 
下 





对 于 多 种 多 样 的 算法 应 用 来 说 ， 

随机 算法 是 能 应 用 的 最 单纯 的 算法 么 ? 
还 是 说 它 是 最 快速 的 算法 呢 ? 

亦 或 是 二 者 都 是 呢 ? 

一 一 《随机 算法 》D25 








所 谓 写作 ， 便 是 想 包含 进 所 有 心思 ， 却 难免 遗漏 。 
一 一 幸田 文 《 包 》 




















我 是 作者 结 城 浩 。 
不 才 拙 笔 ， 为 各 位 献上 《数学 女孩 4: 随机 算法 》 一 书 。 
本 书 是 























.《 数 学 女孩 》( 2007 年 中 ) 



































《数学 女孩 2: 费 马 大 定理 》( 2008 年 ) 
《数学 女孩 3: 哥 德 尔 不 完备 定理 》( 2009 年 ) 





























相 





的 续篇 ， 属 于 《数学 女孩 》 系 列 的 第 四 部 作品 。 出 场 人 物 包 括 “ 我 ” 米 
尔 嘉 、 泰 杀 拉 、 表 妹 尤 里 ， 还 有 声音 沙哑 的 理 纱 。 数 学 与 青春 的 故事 
如 既往 地 围绕 着 他 们 五 个 人 展开 。 
在 本 书 的 创作 中 ， 我 采取 了 记录 主人 公 们 活动 的 这 种 写作 形式 。 每 













































































































































































@ 此 处 年 份 是 《数学 女孩 ) 日 文 原 书 出 版 时 间 ， 并非 中 译本 出 版 时 间 。 接 下 来 两 行 同 
此 说 明 。 一 一 译 者 注 





























































































































































































































一 位 主人 公 都 遵循 着 自己 的 方法 挑 成 遇 到 的 问题 。 虽 然 有 时 他 们 能 摸索 
到 答案 , 但 更 多 的 时 候 他 们 会 在 途中 陷入 困境 。 而 在 这 一 过 程 中 ,主人 
公 们 会 迎 来 惊奇 的 新 发 现 …… 可 以 说 内 容 就 是 主人 公 们 经 历 着 “不 知 会 
发 生 什 么 ”的 每 一 天 。 我 自身 也 时 常 感叹 惊讶 于 他 们 的 发 言 ， 希望 可 以 











巴 这 份 激动 的 心情 传递 给 各 位 读者 。 
本 书 和 《数学 女孩 》 系 列 的 前 三 本 一 样 ,都 使 用 LaTeX2 s 和 
Euler 字体 (AMS Euler) 排 版 。 排版 方面 , 多 亏 了 奥 村 晴 疹 老师 的 
《LaTeX2 s 精美 文章 制作 入 门 》 宇 一 书 ， 在 这 里 对 奥 村 睛 彦 老 师 深 表 感 
谢 。 版 式 采 用 了 Microsoft Visio 以 及 由 大 能 一 弘 老师 (tDB 老师 ) 设计 
的 用 于 制作 初级 数学 印刷 品 的 宏 emath 制作 ， 在 这 里 也 对 大 能 一 弘 老师 


















































































































































































































































各 章 的 章 首 引 语 出 自 《 重 滨 逊 漂流 记 》 日 文 引 语 由 我 所 译 2 。 

另外 ,我 还 想 对 那些 阅读 我 写作 过 程 中 完成 的 原稿 ， 并 发 表 宝 贵 意 
见 的 以 下 各 位 ， 以 及 匿名 人 士 致 以 诚挚 的 谢意 。 当 然 ， 本 书 中 若 有 错误 ， 
则 均 为 我 纹 漏 所 致 ， 以 下 人 士 不 负 任何 责任 。 






































































































































actuary_math、 杰 泽 凉 、 石 宇 哲 也 、 稻 叶 一 浩 、 上 原 隆 平 、 镜 
了 弘道、 川 岛 稚 哉 、 毛 探 和 宏 、 上 小 佳 代 、 田 崎 晴 明 、 花 田 启 明 、 平 
并 洋 一 、 荐 田 博 司 、 前 原 正 英 、 松 木 直 德 、 三 宅 喜 义 、 村 田 贤 太 
(mrkn)、 山 口 健 史 、 夭 野 勉 、 吉 田 有 子 。 


感谢 各 位 读者 、 各 位 经 常 访问 我 的 网 站 的 朋友 们 、 经 常 为 我 祈祷 的 






































@ 原 书 名 为 [ LaTeX2 s 美文 书 作 成 入 门 |， 尚 无 中 文 版 。 一 一 译 者 注 
@ 中 文 引 语 由 本 书 译 者 根据 日 文 引 语 译 出 ， 其 中 参考 或 引用 了 鹿 金 的 译本 ( 见 第 6 章 
章 首 脚注 )， 在 此 深 表 感 谢 。 译 者 注 








































































































感谢 我 最 爱 的 妻子 和 两 个 儿子 。 
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支持 我 写 完 本 书 的 野 泽 喜 美 男 总 编 。 还 要 感谢 无 数 喜 爱 《 数 
系列 的 读者 ， 你 们 的 鼓励 对 于 我 来 说 无 比 宝 贵 。 






















































































草 以 本 书 献 给 我 的 父亲 ， 感 谢 他 将 学 习 的 快乐 传递 给 我 。 


后 ， 感谢 一 直 把 本 书 读 完 的 您 。 
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结 城 浩 
2011 年 ， 对 发 生出 乎 意料 的 事情 的 每 一 天 都 怀抱 惊讶 与 感谢 
http://www.hyuki.com /girl/ 
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图 书馆 好 比 我 的 第 二 个 家 。 
或 者 不 如 说 ， 

对 我 来 说 图 书馆 才 是 真正 的 家 。 岂 
一 一 村 上 蠢 树 《 海 边 的 卡 夫 卡 》 
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组 与 万 里 利用 形式 系统 “把 数学 数学 化 ”的 故事 。 
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该 书 是 程序 员 学 习 “ 数 学 思维 " 的 入 门 书 。 书 中 讲解 了 逻辑 、 
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to Discrete Mathematics )。 该 书 ( 上 卷 ) 适 合用 
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本 量 的 评估 、 组 合 的 基本 技法 (本 书 在 第 6 章 记 
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该 参考 书 适合 非 数学 专业 的 读者 用 于 学 习 概 率 及 统计 的 基础 
知识 。 通 过 阅读 此 书 ， 读 者 可 以 从 “概率 就 是 面积 ”入 手 逐 步 学 习 
便于 运用 的 概率 基础 知识 (本 书 第 4 章 和 第 5 章 参 考 了 该 书 )。 
[11] Gunnar Blom，Lars Holst，Dennis Sandell. 确 率 论 入 上 了 民工 
[M]. 森 真 ， 座 . 东京 : 汶 工 了 yy 方 一 3 了 人 ，2005. 























《欢迎 来 到 概率 论 》( 尚 无 中 文 版 ， 英 文 版 书 名 为 Problems and 
Snapshots from the World of Probability )。 这 是 一 本 问题 集 ， 
可 以 使 读者 在 解决 典型 概率 问题 的 过 程 中 逐步 把 握 概率 的 全 貌 (本 
书 第 4 章 、 第 5 章 和 第 8 章 参 考 了 该 书 )。 

[12] 小 人 针 蜗 宏 . 确 率 .统计 入 门 [M]. 东京 : 岩 波 书店 ，1973. 
《概率 统计 入 门 》( 沿 无 中 文 版 )。 该 书 是 概率 、 统 计 的 教科 
(本 书 第 4 章 、 第 5 章 和 第 8 章 参 考 了 该 书 )。 









































































































































































































































中 其 中 第 1 章 和 第 5 章 末 尾 的 引 语 引用 了 译 者 张 明 尧 、 张 凡 的 译文 ( 见 第 5 章 章 末 脚 
注 )， 在 此 深 表 感谢 。 一 一 译 者 注 
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《和 抢 阵 专题 分 析 》( 尚 无 中 文 版 )。 这 是 一 本 适合 高 中 生 学习 拢 
阵 要 点 的 参考 书 、 问 题 集 (本 书 










































































7 章 参 考 了 该 书 )。 
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本 参考 书 主要 面向 以 实际 应 用 线性 代数 为 目的 的 非 数 学 专业 
读者 (本 书 第 7 章 参考 了 该 书 。 虽 然 听 说 利用 汉字 记忆 “ 行 ， 


WY LU 
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“ 列 ” 的 方法 在 数学 课堂 上 也 经 常 讲 到 ， 不 过 这 个 方法 笔 震 
了 这 本 书 才 写 出 来 的 )。 
[15] 志 融 浩二 . 绿 形 代数 30 讲 [M]. 东京 : 朝 全 书店 ，1988. 
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《线性 代数 30 讲 》( 尚 无 中 文 版 )。 从 联 立方 程式 到 特征 值 ， 
可 以 根据 该 参考 书 分 30 步 逐步 学 习 。 该 书 则 在 使 读者 站 上 “ 线 
性 法 则 ”的 有 舞台， 透彻 了 解 线性 代数 (本 书 第 7 章 参 考 了 该 书 )。 
[16] 志 换 浩二 . 线形 上 vs 构造 入、 次 元 志 超 之 世 [M]. 东京 : 纪 伊 国 
豆 店 ，2009. 


































































































































































































《超越 维度 向 着 线性 构造 前 进 江 尚 无 中 文 版 )。 该 书 由 “在 
限 维度 的 线性 法 则 ”和 “无 限 维度 的 线性 法 则 ”两 部 分 构成 (本 书 
第 7 章 参 考 了 该 书 )。 




























































































算法 总 论 














[17] Jon Bentley. 编程 珠 现 ( 第 2 版 -修订 版 )IM]. 钱 丽 艳 ， 黄 傅 , 译 . 
北京 : 人 民 邮 电 出 版 社 ，2015. 
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这 本 读物 包含 了 诸多 与 算法 相关 的 趣味 话题 (了 
考 了 该 书 )。 
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算法 导论 ( 原 书 第 3 版 )[M]. 委 建 平 ， 徐 云 ,王刚 ， 等 ,， 译 . 北京 : 
机 械 工业 出 版 社 ，2012. 
标准 的 算法 教科 书 。 本 近代 科学 出 版 社 分 三 册 翻 译 出 版 
〈 本 书 第 2 章 、 第 6 章 和 第 10 章 参考 了 该 书 )。 
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E. Knuth. 计算 机 程序 设计 艺术 卷 1: 基本 算法 (第 3 版 ) 
民 ， 范 明 ， 蒋 爱 军 ， 译 . 北京 : 人 民 邮 电 出 版 社 ，2016. 
该 书 是 被 评 为 “算法 圣经 ”的 历史 性 教科 书 。 第 1 卷 的 内 容 为 
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“离散 数学 和 数据 结构 ”( 
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本 书 第 2 章 参 考 了 该 书 )。 



































uth. 计算 机 程序 设计 艺术 卷 2: 半数 值 算法 (第 3 版 ) 























京 : 人 民 邮 电 出 版 社 ，2016. 

















“算法 圣经 ” 的 第 2 卷 。 第 2 卷 的 内 容 为 “随机 数 与 算术 运算 ” 
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“算法 圣经 ” 的 第 3 卷 。 第 3 卷 的 内 容 为 “排序 与 查找 "(本 书 























尾声 中 的 随机 数 表 问 题 参 
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| 算 机 程序 设计 艺术 卷 3: 
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排序 与 查找 (第 2 版 ) 
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6 章 和 第 10 章 参考 了 该 书 )。 
序 设计 艺术 卷 4A: 组 合算 法 (一 )[MI]. 
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和 4 卷 分 册 A (本 书 第 
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随机 算法 
[24] 玉木 久 夫 . 乱 殷 了 几 了 由 天 和 人 [M]. 东京 : 共立 出 版 ，2008. 
《随机 算法 》( 尚 无 中 文 版 )。 该 书 是 日 本 首次 以 随机 算法 为 主 
题 的 教科 书 。 书 中 将 随机 算法 分 门 别 类 ,浅显 易 懂 地 进行 了 解说 
(本 书 第 9 章 和 第 10 章 参考 了 该 书 )。 
[25] Rajeev Motwani，Prabhaker Raghavan. 随机 算法 [M]. 孙 广 中 ， 
黄 宇 ， 李 世 胜 ， 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，2008. 
该 书 是 随机 算法 领域 的 先驱 教科 书 (本 书 第 9 章 和 第 10 章 参考 
了 该 书 )。 
[26] Michael Mitzenmacher，Eli Upfal. 概率 与 计算 [M]. 史 道 济 ， 译 . 
北京 : 机 械 工 业 出 版 社 ，2007. 
该 书 是 一 本 与 随机 算法 分 析 、 算 法 概率 分 析 相 关 的 教科 书 。 该 
书 的 讲解 由 浅 入 深 ,首先 从 概率 论 的 基础 知识 开始 讲 起 ， 最 后 扩展 
到 
[27] Juraj Hromkovit. 计算 困 蕉 问题 忆 对 才 马 也 几 了 由 六 公理 
和 田 幸 一 , 增 泽 利 光 , 元 木 光 雄 , 误 . 东京 : 演 工 了 >y 力 一 7 
工 了 了 一 夕 上 东京 ，2005. 
《面向 计算 困难 问题 的 算法 理论 》( 尚 无 中 文 版 ， 英 文 版 书 名 为 
Algorithmics for Hard Problems )。 该 书 是 设计 面向 困难 问题 算 
法 的 参考 书 。 书 中 讲解 了 如 何 利 用 决定 论 、 近 似 、 概 率 论 的 手段 


进行 算法 设计 (本 书 第 10 章 参考 了 该 书 )。 
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随机 算法 的 尖端 话题 (本 书 第 8 章 、 第 9 章 和 第 10 章 参考 了 该 书 )。 
站 [MI] . 










































































































































































































































































论文 
[28] Uwe Schoning. A Probabilistic Algorithm for k-SAT and Constraint 


Satisfaction Problems [D]. Proceedings of the 40th Annual 
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IEEE Symposium on Foundations of computer Science, IEEE 
Computer Society, 1999: 410-414. 

这 是 一 篇 与 3-SAT 问题 的 一 般 化 k-SATI 问 题 相关 的 论文 。 其 
1 记述 了 通过 随机 漫步 从 概率 角度 入 手 解雇 k-SATI 的 方法 ， 论 文 
还 记述 了 将 SAT 问题 一 般 化 的 约束 满足 问题 (CSP ) (本 书 第 9 章 
参考 了 该 论文 。 在 第 9 章 的 评估 中 ， 本 书 参考 了 Robert B. Ash 


的 Information Theory )。 
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[29] Brian Dawkins. Siobhan’ s Problem: The Coupon Collector Revisited 
[ID]. The American Statistician, Vol.45, No.1, 1991: 76-82. 
这 是 一 篇 有 关 赠 券 收集 问题 的 论文 (本 书 问 题 5-3( 直 到 出 现 所 

有 点 数 的 期 望 ) 参 考 了 该 论文 )。 
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[30] 结 城 浩 . 数学 力 一 儿 沪 1 一 你 . http://www.hyuki.com/girl/. 
该 网 站 搜集 了 一 些 与 数学 和 少女 相关 的 读物 。《 数 学 女孩 》 系 


列 的 最 新 信息 都 在 这 Je 





















































我 ， 不 是 独自 一 人 。 

每 个 人 都 在 独自 面 对 “ 自 己 的 问题 ”。 

全 世界 的 “小 数学 家 ” 们 都 在 忙于 各 自 的 问题 。 
所 以 、 所 以 我 并 不 孤独 。 
即便 面 对 的 问题 不 同 ， 
我 也 绝对 、 绝 对 不 孤独 。 
《数学 女孩 4: 随机 算法 》 
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